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R E S U M E N 
Se analiza, mediante técnicas asintóticas basadas en grandes energías de ac-
tivación, la influencia de los efectos geométricos en la ignición de sólidos producida por 
un aumento brusco de la tempera tura superficial. Las situaciones consideradas corres-
ponden a sólidos cuya superficie es regular, siendo el radio de curvatura comparable al 
tamaño del sólido, y a sólidos cuya superficie presenta una arista que puede asimilarse a 
una esquina en un sólido bidimensional. Si el número de Damkóhler es suficientemente 
grande, lo que significa que el t iempo de ignición es pequeño frente al de conducción, 
el sólido puede considerarse como semiinfinito y el problema de la ignición adquiere 
carácter universal. Se distinguen dos zonas espaciales, reactiva e inerte, y dos etapas 
temporales, inicial y de transición. Durante la e tapa inicial, la es t ructura de la zona 
de reacción está determinada por un problema cuasiestacionario, muy semejante al de 
Frank-Kamenetskii, en el cual el t iempo desempeña el papel del número de Damkóhler. 
Este problema no admite solución pa ra tiempos mayores que un cierto valor crítico, que 
corresponde al instante en que la derivada temporal de la t empera tura se hace infinita en 
algún punto. La e tapa de transición, que es corta comparada con la inicial, comienza en 
instantes próximos al crítico cuando no pueden despreciarse los efectos no estacionarios. 
Su análisis determina el instante de ignición como aquél en que t an to la tempera tura 
como su derivada dejan de estar acotadas. De esta forma se obtiene la corrección por 
curvatura respecto del caso plano, y el t iempo de ignición correspondiente a la esquina, 
que es muy pequeño frente al anterior. El análisis de este úl t imo caso se generaliza a 
otros sólidos semiinfinitos cuyas superficies presentan singularidades. A continuación se 
consideran sólidos finitos, y se muestra como pueden aplicarse los resultados anteriores 
cuando el número de Damkóhler es grande frente a la unidad. En el caso en que éste 
es de orden unidad se desarrolla una teoría asintótica que divide el proceso en dos eta-
pas: calentamiento inerte e ignición. Finalmente se analiza el efecto del consumo de 
reactante en los casos planos y de esquina, suponiendo q u e l a cinética química puede 
modelarse mediante una reacción global del tipo R —• P , y que ésta tiene lugar en fase 
condensada. 
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CAPITULO 1 
LA TEORÍA DE IGNICIÓN 
1.1 I N T R O D U C C I Ó N 
La ignición puede ser considerada como el proceso capaz de poner en mar-
cha el mecanismo mediante el cual un material susceptible de reaccionar de manera 
exotérmica libera su energía química latente en forma de calor. Esta lijberación de ener-
gía se realiza inicialmente en una pequeña región del espacio ocupado por el material 
reactivo, generando posteriormente una onda de combustión (deflagración o detonación) 
que se propaga a través del mismo. 
El estudio de este proceso es de gran interés práctico desde varios puntos de 
vista que abarcan desde la prevención de explosiones incontroladas en el transporte y 
almacenamiento de combustibles, hasta la necesidad de iniciar la combustión de forma 
controlada en motores, hornos, quemadores, etc. 
Los métodos para lograr la ignición son muy diversos: contacto del com-
bustible con un cuerpo caliente, o con un alambre calentado eléctricamente, o con gases 
inertes calientes; hacer incidir una radiación de suficiente potencia; aplicar una pequeña 
llama piloto; producir una descarga eléctrica (chispa) en el seno del combustible; etc. 
Todos los métodos citados actúan de una forma común: aumentan la temperatura 
localmente y aprovechando la fuerte dependencia de la velocidad de reacción con la 
temperatura cambian aquélla en varios órdenes de magnitud-iniciándose la combustión 
que después se propaga a todo el volumen. 
* 
Uno de los métodos más sencillos, al menos desde el punto de vista teórico, 
para provocar la ignición de un sistema reactivo es aumentar en un tiempo corto com-
parado con el de conducción la temperatura ambiente del medio en que se encuentra y, 
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por tanto, su temperatura superficial. Esto puede hacerse poniéndolo en contacto con 
una superficie caliente o sumergiéndolo en el seno de un fluido inerte a alta tempera-
tura. Este problema fue analizado inicialmente por Zeldovich [ZE1], quien aprovechó 
la teoría de explosiones térmicas desarrollada por Frank-Kamenetskii. A continuación 
exponemos los resultados principales de la teoría de explosiones térmicas y de ignición 
con el fin de introducir algunos de los métodos e ideas que serán usados posterior-
mente. El desarrollo que sigue está inspirado en el que se realiza en los textos clásicos 
de Frank-Kamenetskii [FK] y Zeldovich et al. [ZE], completado en algunos aspectos con 
el "review" de Merzhanov y Averson [MA]. 
1.2 ALGUNOS RESULTADOS DE LA TEORÍA D E E X P L O S I O N E S 
TÉRMICAS 
La teoría de explosiones térmicas fué desarrollada inicialmente por Semenov 
[SE] y Frank-Kamenetskii [FK1]. En ambos el fenómeno de explosión térmica, que 
físicamente implica que la reacción química tiene lugar a gran intensidad simultanea-
mente en todo el sistema, está asociado, desde el punto de vista matemático, con la 
imposibilidad de existencia de soluciones estacionarias de la ecuación que describe la 
evolución de la temperatura en las que se equilibre la producción y eliminacion.de calor. 
En el modelo formulado por Semenov la hipótesis principal es que el aumento 
de temperatura debido a la reacción química se produce de manera homogénea en todo 
el medio reactante, es decir, la temperatura es constante espacialmente y sólo depende 
del tiempo. El mecanismo de eliminación del calor generado es la conducción a través de 
las paredes hacia el medio exterior, cuya capacidad calorífica se supone mucho mayor 
que la de la mezcla reactiva y, por tanto, mantiene su temperatura constante. La 
variación temporal de la temperatura está determinada por la compensación o no entre 
la producción y eliminación de calor, cuya formulación matemática es: 
^ = W(T)-a^(T-T0) ( l . l ) 
donde T0 es la temperatura del medio ambiente, a es el coeficiente de transferencia de 
calor, S y V son la superficie y el volumen del recipiente y W(¿T) representa el término 
de producción de calor. Mediante el conocido diagrama de Semenov pueden ilustrarse 
los resultados de esta teoría: los puntos de intersección entre W(T) (que generalmente 
es una función creciente y convexa de T) y las rectas (aS/V)(T — T0) determinan las 
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soluciones estacionarias. Cuando la pendiente aS/V, que representa la conductividad, 
es suficientemente grande existen dos soluciones estacionarias. Como puede, deducirse 
fácilmente del diagrama la correspondiente a temperaturas bajas T¿ es estable, mientras 
que la correspondiente a Tu es inestable. Si la pendiente es menor que la correspondiente 
a la recta tangente a W(T) desde el punto (T0,0) no hay soluciones estacionarias, y por 
ser W(T) convexa el signo de dZ/dí es siempre positivo, lo que conduce a un aumento 
muy brusco de la temperatura ("thermal runaway") que solamente está limitado por el 
consumo de combustible y que tiene lugar en tiempos muy cortos comparados con el 
transcurrido desde que el sistema se encontraba a la temperatura inicial. De hecho puede 
considerarse que se produce de forma instantánea al cabo de un tiempo denominado 
tiempo de explosión o período de inducción. El valor crítico de la conductividad que 
determina la no existencia de soluciones estacionarias es, evidentemente, igual a la 
pendiente de la recta tangente a W(T). 
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Figura 1.1 Diagrama de Semenov. 
Esta teoría es correcta desde un punto de vista cualitativo pero no cuan-
titativo, ya que la hipótesis de distribución de temperatura homogénea es muy difícil 
de verificar (para el caso de sólidos es generalmente inaceptable y para los líquidos o 
gases requiere una intensa convección forzada o natural). Además, la condición crítica 
para la explosión térmica dependería básicamente del espesor y material de la pared del 
recipiente, lo que no concuerda con los experimentos [FK, p.374]. 
' l 'I 
\ ; > ; 
^'--•-Ll 
La teoría de Frank-Kamenetskii está basada en las siguientes hipótesis: 
a) la mezcla reactiva se encuentra en reposo, b) la transmisión de calor se realiza por 
conducción a través de la mezcla, c) la reacción química tiene lugar de manera no ho-
mogénea y d) la temperatura de la pared permanece constante e igual a la temperatura 
inicial. Si suponemos que la densidad p, el calor específico cp y la conductividad térmica 
A son constantes, la ecuación de la energía que tiene en cuenta las anteriores hipótesis 
es: 
pcp^ = \AT+W(T) (1.2) 
que debe completarse con la condición inicial T = TQ y con la condición de contorno 
T = T0 en la frontera. 
El término W(T) representa la cantidad de calor liberada por la reacción 
química. Por simplicidad supondremos que ésta puede modelarse mediante una reacción 
global tipo Arrhenius. Si el calor de reacción q es muy grande es posible despreciar, 
en primera aproximación, el consumo del reactante, cuyo efecto aparecería como una 
pequeña corrección. Por tanto el término de reacción puede representarse mediante: 
, W(T) = pqB'Tm exp(-E'/RT) (1.3) 
donde q, B' (factor preexponencial), E' (energía de activación) y m ( — l < m < 2 ) son 
constantes. 
En todos los procesos de combustión la energía de activación E' es muy 
grande (del orden de 104 a 105 cal/mol) lo que hace que la velocidad de reacción sea 
muy pequeña a temperaturas próximas a la ambiente y que sea fuertemente no lineal. En 
consecuencia pequeños cambios en la temperatura pueden originar variaciones impor-
tantes en la velocidad de reacción. Este hecho justifica la denominada transformación 
de Frank-Kamenetskii, que consiste en linealizar el exponente del factor exponencial 
respecto a una temperatura característica Tc, que depende de cada problema, de forma 
que el factor exponencial en la expresión de Arrhenius puede escribirse como: 
exp
 ("Ir) "exp {~w)exp ("i¡T(T " T<¿) (L4) 
que es válido siempre que RTC/E' < < 1, y para incrementos de temperatura relativos 
a Tc del orden de RTC/E' que originan cambios en la velocidad de reacción del orden 
de e. 
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Para los valores de T situados en un entorno de centro Tc y radio RT¿ /E' <C 1 
el factor T m puede aproximarse por: 
T m ~ (Tce)m exp (-mRTc/T) (1.5) 
de manera que 
B'Tm exp (-E'/RT) ~ B exp (-E/RT) (1.6) 
siendo B = B' (Tce)m yE = E' +mRTc. Cuando se introducen estas dos aproximaciones 
en la ecuación de la energía, con T0 como temperatura característica, se obtiene: 
f - a A T + ^ . - * / - . « , p ( ^ ( r - T . ) ) (1.7) 
siendo a = X/pcp el coeficiente de difusitividad térmica. Si tomamos como variable 
para la temperatura 0 = (E/RT%)(T — T0) y adimensionalizamos con la longitud carac-
terística del sólido, £, la ecuación anterior es: 
donde 
_e_ cvRT20eElRT° 
ta
 "
 a
; tq
 ~
 qBE ( 1 } 
son los tiempos característicos asociados a la conducción de calor y reacción química, 
respectivamente. Adimensionalizando el tiempo con ta y llamando r = t/ta, el problema 
puede formularse como: 
— = A0 + Dae9 en ft (1.10a) 
or 
0(r = 0) = 0 en Q; 0(r > 0) = 0 en dtt (1.10b) 
siendo Q, el dominio acotado por el sólido y dQ. la frontera del mismo que se supone sufi-
cientemente lisa. Debido a la transformación de Frank-Kamenetskii el único parámetro 
que aparece en el problema es D a , número de Damkóhler, que, en este caso, se define 
como el cociente entre el tiempo de conducción y el químico-: 
„ ta l2qBEe-E/RT° , , 
Da = f = — = 5 - (1.11) 
tq acpRT¿ 
y que representa la influencia de todos los parámetros físico-químicos que intervienen 
en el problema. 
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Físicamente la existencia de soluciones estacionarias del problema (1.10) está 
ligada a la posibilidad de compensar el calor generado por la reacción química con 
la pérdida de calor desde la mezcla reactiva hacia el exterior. En condiciones casi 
adiabáticas no es posible eliminar por conducción hacia el exterior todo el calor pro-
ducido. Por tanto si Da ^> 1, (¿ ^> 1 ó a < 1) no existirán soluciones estaciona-
rias. En cambio si Da <C 1 las condiciones son favorables para la evacuación de calor 
pudiéndose establecer el balance que conduzca a dicha solución. Es decir, es razonable 
esperar que el problema 
A9 + Dae9 = 0 en H (1.12a) 
0 = 0 en dü (1.12b) 
carezca de solución para valores de Da suficientemente grandes que dependen de fi. 
Los modelos formulados por Semenov y Frank-Kamenetskii pueden conside-
rarse como límites de un modelo más general en el cual la condición de contorno en la 
superficie del sólido expresa la conservación del flujo de calor a través de la misma. Si 
suponemos que este flujo obedece a leyes newtonianas la condición de contorno es: 
86 
-—=NU93 
on 
siendo Nu = h£/X el número de Nusselt, 93 la temperatura adimensional en la superficie 
de la partícula (que es una incógnita del problema) y d/dn la derivada en la dirección 
de la normal exterior. Cuando Nu <C 1 la conductividad es muy grande de forma que 
la temperatura en el interior del sólido es prácticamente uniforme, obteniéndose en el 
límite Nu —• 0 el modelo de Semenov. Por el contrario si Nu >• 1 la conducción de 
calor a través de la superficie es muy efectiva siendo la diferencia entre la temperatura 
superficial y la ambiente muy pequeña, y en el límite Nu —• oo ambas son iguales, con lo 
cual la condición de contorno es de tipo Dirichlet que es una de las hipótesis del modelo 
de Frank-Kamenetskii. 
El problema (1.12), denominado de Frank-Kamenetskii, y el problema de 
evolución asociado (1.10) han recibido una notable atención en la literatura. Fujita [FU] 
ha demostrado que para cualquier dominio acotado existe siempre un valor crítico del 
numero de Damkóhler, Day«, tal que si Da < Da,* el problema (1.12) admite solución, 
mientras que si Da > Da,* carece de ella. Además demuestra que si Da > Da^ la 
solución de (1.10) explota en un tiempo finito o infinito y por consiguiente es siempre 
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inestable, en cambio si Da < Da,* la estabilidad de la solución depende de la condición 
inicial. Bebernes y Kassoy [BK] demuestran un resultado similar al de Fujita y deter-
minan a partir del problema de evolución un valor crítico de Da, ligeramente superior 
al clasico que se obtiene mediante el problema de Frank-Kamenetskii, para el cual la 
solución de (1.10) explota en un tiempo finito del que calculan cotas superior e inferior. 
Mignot et al. [MMP] han obtenido una expresión que permite calcular la derivada del 
valor crítico Da,* respecto del dominio íí. 
El valor crítico Da,* depende por consiguiente de Q, y su determinación debe 
hacerse en general de forma numérica, lo que conduce a un problema cuyo grado de 
complejidad está ligado al tipo de dominio que se considere. Frank-Kamenetskii [FK] 
determinó de forma analítica el valor crítico en los casos plano y cilindrico y de forma 
numérica el caso esférico, obteniendo, respectivamente, 0.88, 2 y 3.32. Dio, además, 
fórmulas aproximadas para cuerpos sencillos, y mostró que si Da < Da,* en el caso plano 
y cilindrico hay dos soluciones estacionarias: la correspondiente a bajas, temperaturas es 
estable mientras que la de altas es inestable. Zeldovich et al. [ZE, pp. 147-161] resuelven 
el problema de Frank-Kamenetskii haciendo uso de la invariancia respecto de un grupo 
de transformaciones. Determinan los mismos valores de Da,* y encuentran que en el caso 
esférico el número de soluciones estacionarias varía desde uno a infinito dependiendo del 
intervalo de valores de Da que se consideren (esto es debido a que la ecuación posee dos 
puntos singulares, uno de los cuales es un foco). Wake y Rayner [WR] han desarrollado 
un método basado en técnicas variacionales para determinar una cota superior del valor 
de Da,* correspondiente a un dominio arbitrario. 
El valor crítico del número de Damkóhler determinado mediante el problema 
(1.12) es en realidad el primer término del desarrollo en potencias del parámetro pequeño 
RT0/E, lo que ha dado lugar a numerosos trabajos que tratan de determinar la depen-
dencia de Da,* con la energía de activación. Shouman et al. [SDT] resuelven numéri-
camente el problema correspondiente al "slab" sin hacer uso de la transformación de 
Frank-Kamenetskii y obtienen que el valor clásico 0.88, correspondiente a energía de ac-
tivación infinita, es una cota inferior del valor que se obtiene con energía de activación 
finita. Encuentran además que para RT0/E ~ .245 desaparecerla criticalidad. Shouman 
y Donaldson [SD] resuelven el problema anterior desarrollando la temperatura en serie 
de potencias de la variable espacial y determinan Da^ para el slab, el cilindro y la esfera 
considerando E finita. Bazley y Wake [BW] emplean una transformación del término de 
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Arrhenius sugerida por Takeno [TA] y calculan Da,* para el slab en función de RT0/Ey 
obteniendo también que para valores de este parámetro superiores a .25 desaparece la 
criticalidad. Vega y Liñán [VL] emplean técnicas asintóticas para calcular términos de 
orden superior del desarrollo de Da,* en potencias de 1/E obteniendo resultados que 
concuerdan con los numéricos. 
La teoría estacionaria de Prank-Kamenetskii permite determinar el valor del 
número de Damkóhler que separa los regímenes supercríticos, en los que se produce 
la explosión térmica, de los subcríticos en los que la temperatura evoluciona gradual-
mente hasta alcanzar una distribución estacionaria que también puede calcularse. La 
descripción de procesos tales como el período transitorio en los regímenes subcríticos, 
los períodos de inducción y explosión en los supercríticos o, simplemente, el efecto del 
consumo del reactante no puede, evidentemente, realizarse mediante esta teoría. 
El análisis de las teorías no estacionarias, que incluyen las derivadas tempo-
rales, ha sido simplificado, sin que los problemas resultantes sean triviales, mediante el 
empleo de técnicas asintóticas basadas en considerar altas energías de activación que 
además hacen posible identificar las diferentes etapas de que consta el proceso global. 
Una simplicación adicional consiste en despreciar las variaciones espaciales y considerar 
las explosiones térmicas en sistemas homogéneos. Hermanee [HE] realiza el análisis de 
la explosión térmica en un sistema homogéneo y adiabático, en el que incluye el con-
sumo de reactante, utilizando métodos de perturbaciones basados en desarrollar 9 y r 
en términos de una nueva variable temporal y un parámetro pequeño relacionado con 
el inverso de la energía de activación. Kassoy [KS1, KS2] generaliza los resultados de 
Hermanee y determina las escalas temporales que intervienen en las distintas fases de la 
evolución del sistema desde el instante inicial hasta el momento en que se consume todo 
el reactante. Posteriormente en [KS3] realiza un análisis similar incluyendo la pérdida 
de calor a través de la frontera del sistema y considerando valores del parámetro aso-
ciado, a, menores que el crítico, e, de manera que el sistema es supercrítico. Kassoy y 
Liñán [KL] realizan un detallado estudio de la solución del problema anterior cuando 
a = e -}- A (A < 1) y demuestran la existencia de dos regímenes uno de ignición 
y otro de extinción, dependiendo el valor crítico de A del qrden de la reacción y del 
calor de reacción del combustible. Encuentran además que en los sistemas supercríticos 
pero tales que las pérdidas de calor, representadas por A, son casi críticas la explosión 
térmica se produce después de un período de tiempo muy largo durante el cual la tempe-
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ratura ha estado aumentando muy lentamente. Las ideas desarrolladas en estos trabajos 
fueron empleadas por Kassoy y Poland [KP1, KP2] para abordar el problema de la ex-
plosión térmica en un sistema no homogéneo, analizando el período de inducción, que 
finaliza con la aparición de un "hot-spot" en una región bien definida fuera de la cual 
la temperatura es muy próxima a la inicial, y el período de explosión que corresponde 
al desarrollo del "hot-spot" durante el cual aumenta la temperatura local hasta valores 
próximos a la adiabática y se consume una cantidad importante de reactante. Kapila 
[KA1] realiza un análisis similar de esos dos períodos y además analiza las etapas pos-
teriores consistentes en la formación y propagación de una llama a través del medio 
reactivo. 
1.3 ALGUNOS RESULTADOS DE LA TEORÍA DE IGNICIÓN 
Mientras en la teoría de explosiones térmicas se estudia la evolución de un 
sistema reactivo que en el instante inicial se encuentra a una temperatura uniforme 
igual a la ambiente, en la teoría de ignición se considera un sistema que inicialmente se 
encuentra en un estado muy subcrítico, Ae manera que la reacción es despreciable y por 
tanto puede mantenerse en ese estado indefinidamente, y al que mediante una fuente ex-
terior se le comunica una cierta cantidad de energía que, bajo ciertas condiciones, puede 
activar la reacción química, dando lugar a que se desarrolle un proceso de combustión 
autosostenido en el sentido de que llega a ser independiente del aporte de energía exte-
rior, es decir, si una vez iniciada la combustión cesa aquél, ésta es capaz de proseguir. 
Desde el punto de vista matemático esto se traduce en unas condiciones iniciales o de 
contorno especiales para la ecuación de conservación de la energía. Esta situación es 
más realista que la correspondiente a las explosiones térmicas pues el almacenamiento 
de un sistema reactivo requiere mantenerlo en un estado muy subcrítico siendo difícil 
situarlo en uno supercrítico, cuya temperatura sea uniforaie, sin que previamente se 
haya producido la ignición. 
Los modos de excitar el sistema que han recibido mayor atención desde el 
punto de vista teórico consisten en aplicar un flujo de calor en la superficie o en aumentar 
la temperatura de la misma. En ambos casos tienen lugar dos tipos de fenómenos 
diferentes pero interrelacionados entre sí. Por una parte la conducción de calor no 
estacionaria hacia el interior del sólido tiende a elevar la temperatura del mismo y por 
otra comienza, si la temperatura es suficientemente alta, una reacción química en una 
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capa delgada próxima a la superficie. Una fracción del calor liberado se transmitirá 
por conducción mientras que la restante elevará la temperatura de la zona de reacción 
activando ésta. La relación entre estos dos efectos determinará que se verifiquen o no 
las condiciones para la formación de un "hot-spot" y de la posterior onda de combustión 
que se propague a todo el sólido. 
Zeldovich [ZE1] fué el primero en formular una teoría de la ignición. Extendió 
las ideas de la teoría de explosiones térmicas para considerar la ignición como el régimen 
en que no es posible encontrar soluciones estacionarias en las que la reacción química 
esté confinada en una región delgada próxima a la superficie y la velocidad de reacción 
sea tal que todo el calor producido pueda ser transmitido por conducción. En definitiva 
entendió la ignición como una explosión térmica local. Mediante este modelo, que 
constituye una teoría estacionaria de la ignición, analizó un "slab" cuyas paredes están 
situadas a diferentes temperaturas, de manera que la temperatura en la pared caliente 
sea mucho mayor que en la fría. La velocidad de reacción cerca de ésta es despreciable y 
por tanto puede ignorarse el efecto de la reacción química. Es decir, la región próxima 
a la pared fría puede considerarse como inerte y sirve únicamente para eliminar parte 
del calor generado cerca de la pared caliente y químicamente activa. Cuando el "slab" 
es muy ancho los gradientes de temperatura en la zona inerte son pequeños, con lo cual 
las pérdidas de calor desde la zona de reacción son reducidas y se dan las condiciones 
para una explosión térmica local. Podemos, pues, dividir el sólido en dos regiones: una 
interior delgada y reactiva, y otra exterior ancha e inerte. Al resolver la ecuación de la 
temperatura, sin la derivada temporal, se localizan las soluciones estacionarias en cada 
una de las regiones. Si es posible verificar la condición de acoplamiento entre ambas 
existe solución estacionaria global y no tiene lugar la ignición. 
Suponiendo que la energía de activación es grande, al realizar en (1.2) la 
transformación de Prank-Kamenetskii, tomando como temperatura de referencia la de 
la superficie T3 y con las variables 9 = E(T - TS)/RT* y f = x/£, las soluciones 
estacionarias de la ecuación de conducción del calor se obtienen resolviendo el problema: 
— + DatSee = 0 - (1.13a) 
0(0) = 0, 0(1) = - /? - (1.13b) 
dondeDa>s es el número de Damkóhler definido en (1.11) pero calculado a la temperatura 
Ts y ¡3 = E{T8 — T0)/RTg es el número de Zeldovich, cuya hipótesis consiste en suponer 
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P >• 1. Como consecuencia de ésta y de las condiciones de contorno (1.13b) la reacción 
está congelada cerca de la pared fría mientras que cerca de la pared caliente el término 
e
9
 es de orden unidad. El valor típico del gradiente de temperatura es 9$ = — P lo 
que indica que la reacción se congela a distancias de orden unidad de f = 0. Podemos 
por tanto identificar dos regiones: una región de conducción inerte correspondiente a 
f = 0(1) donde la reacción está congelada y una zona de reacción delgada situada en 
torno a £ = 0 y cuyo espesor es de orden 1/p que puede analizarse como una capa límite. 
Si en ésta última tomamos como variable espacial rj = /?£ las ecuaciones y condiciones 
de contorno para ambos regiones son: 
(1.14) 
(1.15) 
siendo Da = Da^s/ P2 un número de Damkóhler modificado de orden unidad. En la 
región intermedia entre ambas debe verificarse la condición de acoplamiento que repre-
senta la igualdad del flujo de calor: 
de reacción: 
zona inerte: 
d2^ * e
 n 
d2e
 n 
0{r¡ = 0) = 0 
$(( = 1) = -0 
á0_ 
d.77 
(1.16) 
17=00 P > 
De la ecuación para la zona inerte obtenemos que el flujo de calor en la misma es 
constante y puede tomarse, en primera aproximación, igual al de la solución inerte, al 
ser ésta 0, = — p£ se obtiene d0/d£ = — p. Por consiguiente el problema para la zona 
de reacción es: 
d20 ~
 a _ „. _ - d0 + Daee = 0, 6>(T7 = 0) = 0 , - — = 1 (1.17) 
77=00 ár]
¿
 ár] 
El único parámetro que interviene en el problema es Da. Análogamente a lo que ocurría 
en las explosiones térmicas, cuando éste es pequeño el calor generado por la reacción 
es también pequeño y puede eliminarse por conducción a través de la zona inerte, 
existiendo solución estacionaria. Sin embargo si Da es grande el flujo de calor en 77 —• 
00 no es suficiente para evacuar todo el calor producido, lo que origina un aumento 
de temperatura no estacionario en la zona de reacción, que finalmente da lugar a la 
ignición. Para calcular el valor crítico de Da determinamos una integral primera de 
(1.17) multiplicando por ád/árj e integrando una vez con las condiciones de contorno en 
77 —* 00, obteniéndose: 
(£) 2 - 1 + 2 ¿» e e = 0 (L18) 
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En el origen (d0/ár))2 = 1 — 2Da > 0, de manera que la condición para la existencia de 
soluciones estacionarias es Da < 1/2, mientras que si Da > 1/2 se produce la ignición. 
Al escribir esta condición en variables físicas obtenemos la relación entre los distintos 
parámetros que debe verificarse para la existencia de ignición: 
lKT¡ pqBe-E/RT' 
V2
 E A >q (L19) 
donde q' = (Ta —T0)/¿ es el flujo de calor determinado por la solución inerte. El análisis 
anterior muestra que la distribución de temperatura correspondiente a las condiciones 
críticas tiene derivada nula en la pared, con lo cual no hay flujo de calor hacia el interior. 
El problema anterior puede considerarse como una teoría estacionaria de la 
ignición, en la cual se supone que es posible establecer una distribución de temperatura 
estacionaria tanto en la zona de reacción como en la inerte. La ignición está asociada a 
la imposibilidad de acoplar ambas soluciones. 
Puede elaborarse una teoría no estacionaria si en la ecuación de la tem-
peratura retenemos la derivada temporal. Efectuando hipótesis análogas respecto del 
término de reacción a las ya señaladas, la formulación matemática sería: 
r¥~P 
pcp— = AT + pqBeE/RT en O (1.20) 
que junto con la condición inicial, T = T0 en Q, y de contorno, T — Ts en d£l, constituye 
un problema de Cauchy que determina la evolución de la temperatura en cada punto de 
fi, y cuya solución debe obtenerse numéricamente. El caso cilindrico ha sido resuelto 
por Merzhanov et al. [MAG] quienes han obtenido información cualitativa que puede 
trasladarse a situaciones más generales. Sin embargo esto puede hacerse analizando los 
órdenes de magnitud de los términos que intervienen en (1.20). Mediante los tiempos 
característicos definidos en (1.8), con tq calculado a la temperatura Ts, (1.20) puede 
escribirse en la forma: 
^ = AB+Daee (1.21a) 
0(r = O) = - 0 o en Í2, 6(r > 0) = 0 en dü (1.21b) 
donde Da es de nuevo el número de Damkohler: 
U í2aBEe-ElRT" 
D
" t ' «crRT¡ ^ 
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Si ¿o <C tq, Da < 1 y el término de reacción puede despreciarse, de manera que, 
en primera aproximación, el material se comporta como inerte alcanzándose una dis-
tribución estacionaria que si Da <C 1 puede expresarse mediante un desarrollo en poten-
cias de Da. Mientras Da sea menor que el valor Da,* (de orden unidad) correspondiente a 
la explosión térmica, es decir, mientras el sistema sea subcrítico, existe una distribución 
estacionaria, más parecida a la inerte (Da = 0) cuanto más pequeño sea Da. 
Si Da > Da,* pero de orden unidad no se alcanza solución estacionaria pues 
el sistema es supercrítico, pero como tQ ~ tq la reacción química tiene lugar cuando la 
conducción de calor ha elevado la temperatura en todos los puntos del sólido a valores 
próximos a T8 • En consecuencia la reacción química inducida por el aumento de tempe-
ratura en el contorno tiene lugar casi simultáneamente en todo el sistema produciéndose 
una explosión térmica. Este régimen suele ser denominado de auto-ignición. 
Cuando el sistema es supercrítico y Da >• 1, es tQ ^> tq y, por tanto, el calor 
que llega desde el exterior no tiene tiempo de difundirse a través- del volumen antes de 
que se inicie la reacción en las capas próximas a la superficie que son las más calientes. 
Una vez producida la ignición el calor liberado calienta capas más interiores y a ellas se 
propaga la reacción cuando se agota el combustible en las primeras. De este manera se 
origina la onda de combustión que se propaga hacia el interior donde encuentra que la 
temperatura sigue siendo del orden de T0. 
Entre el régimen estacionario y el de autoignición existe un límite bien 
definido: el valor crítico del número de Damkóhler. Esto no ocurre entre el régimen 
de autoignición y el de ignición, entre los cuales existe una zona de transición, más o 
menos amplia, situada entre D„ = 0(1) y Dfl > 1. 
En el trabajo, ya citado, de Merzhanov [MAG] se resolvió el caso cilindrico 
para radios superiores al crítico. Encontraron que cuando el sólido era muy ligeramente 
supercrítico el valor máximo de la temperatura tenía lugar en el eje del cilindro, pero 
si se aumentaba el radio del cilindro el máximo ocurría inicialmente en un punto no 
situado en el eje, desplazándose hacia éste en forma de~ onda a medida que transcurría 
el tiempo. Si el radio era ligeramente superior al crítico la onda era capaz de alcanzar 
el eje donde posteriormente se producía la explosión térmica. Para valores del radio 
moderadamente supercríticos la explosión térmica ocurría en un punto intermedio entre 
el eje y la superficie, antes de que la onda hubiese llegado al mismo. Cuanto mayor era 
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el radio más acusado era este efecto. Este régimen corresponde a la transición antes 
citada. Si el radio es muy superior al crítico la región donde se produce el máximo, y en 
la cual la temperatura se ha elevado de forma notable por encima de la inicial, es muy 
estrecha y está situada muy cerca de la superficie. Esto indica que ha aparecido una 
zona de reacción bien definida pero que constituye una capa límite, lo que dificulta el 
cálculo numérico si éste se realiza sin el empleo de técnicas especiales previas. Además, 
como veremos a continuación, los casos de interés práctico corresponden al régimen de 
ignición y no a la transición entre éste y el de autoignición. 
El número de Damkóhler que hemos definido como el cociente entre los tiem-
pos característicos asociados a la reacción química y a la conducción de calor puede 
también definirse, mediante una reagrupación adecuada, como 
f£\2 £2 
Da=\Tr) = acpRT*eE/RT-/qBE ( L 2 3 ) 
siendo £ la longitud característica del sólido y tr el espesor de la zona de reacción a la 
temperatura T9 definido mediante: 
£r
~^£*pqBEe-E/RT> ( L 2 4 ) 
Esta nueva definición permite interpretar los resultados anteriores de la siguiente mane-
ra. Si Da — 0(1) ambas longitudes son parecidas y tiene lugar la explosión térmica 
pues la reacción se produce en todo el sólido. Por el contrario si Da ^ 1 la zona de 
reacción es muy delgada frente al tamaño del sólido de manera que la reacción sólo tiene 
lugar en una capa superficial originando la ignición. 
Al intentar producir la ignición mediante un aumento de la temperatura 
superficial surge la cuestión de cuál es la temperatura T9 capaz de producir aquélla. 
Supongamos que el sólido se encuentra inicialmente a la temperatura T0 que corresponde 
a un estado subcrítico. Para un valor dado de las constantes £, A, g, B y E sea T* el 
valor de la temperatura para la cual el número de Damkóhler alcanza su valor crítico 
Da,*> Si manteniendo invariables £, A, q, B y E elevamos la temperatura superficial 
con el objeto de producir la ignición deberemos alcanzar una temperatura T8 mayor 
que T* y tal que el valor de Da correspondiente, DajS, verifique Da,9 >• 1. Como, por 
otra parte, -Da,* = 0(1) también se cumple Da,s ^ Da,*- A partir de la definición del 
número de Damkóhler la relación Da,s/Da,* puede escribirse en la forma: 
D„ fTA2 ( E T,/T.-l\ 
DZ = (T.) exp{W.^JTT) (L25) 
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Bajo la hipótesis de energía de activación grande (E/RT* ^$> 1) para que Da,a/Da^ >> 1 
es suficiente con que el incremento de temperatura relativo a la temperatura crítica sea 
moderadamente grande respecto al inverso de la energía de activación. En efecto, sea 
^ - l = ~r(RT./E) (1.26) 
siendo 7 un número positivo de orden unidad. En estas condiciones como T8/T* = 0(1) 
el cociente Da,s/Da,* es 
de manera que basta un incremento relativo de temperatura de 7 veces la tempera-
tura de Prank-Kamenetskii para cambiar el número de Damkóhler en un factor de e7. 
Esto es consecuencia de la gran sensibilidad respecto de la temperatura de las reac-
ciones químicas cuya energía de activación es muy alta. Por tanto los incrementos de 
temperatura necesarios para provocar la ignición son pequeños lo que hace, por otra 
parte, que el régimen de autoignición corresponda a un reducido intervalo de tempe-
raturas pues para que fuese Da^a > Da,* con DafS/Da^ = 0(1) debería ser 7 < 1 lo 
que implica incrementos de temperatura respecto de la crítica muy pequeños, que son 
difíciles de conseguir desde un punto de vista práctico. Si se quiere disponer de un sólido 
ligeramente supercrítico hay que recurrir a modificar otros parámetros, por ejemplo la 
longitud característica que es la estrategia adoptada en el trabajo de Merzhanov. 
Un estudio similar a [MAG] para el caso de sólidos muy supercríticos, en los 
que la ignición tiene lugar muy cerca de la pared, e incluyendo el efecto del consumo 
de reactante fué realizado por Averson et al. [ABM]. Mediante la integración numérica 
de las ecuaciones de conservación de la energía y de la fracción másica del reactante 
demostraron que cuando el calor de reacción es muy grande el consumo de combustible 
no afecta de modo significativo al proceso, pero cuando éste es pequeño la ignición llega 
a desaparecer manteniéndose la reacción, y por consiguiente el consumo de reactante, 
gracias a la fuente de enegía exterior que en ese trabaja adoptaba la forma de un aumento 
de temperatura superficial. 
También en el análisis de la ignición el empleo de técnicas asintóticas basadas 
en la hipótesis de grandes energías de activación ha contribuido a hacer posible un 
tratamiento sistemático de este problema. Liñán y Williams [LW1] estudian el proceso 
de ignición de un sólido semiinfinito cuando el estímulo exterior consiste en radiar la 
superficie con un flujo de calor constante. Muestran la existencia de dos etapas tem-
porales, una inicial inerte, caracterizada por un aumento de la temperatura producido 
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únicamente por la radiación, y otra de transición en la cual se produce la ignición 
y donde pueden identificarse dos zonas espaciales, una de reacción-difusión y otra de 
conducción no estacionaria del calor, que son semejantes a las que aparecen al estu-
diar el comportamiento de otros sistemas reactivos premezclados (por ejemplo en la 
propagación de llamas premezcladas se distinguen las zonas reactivo-difusiva). En este 
trabajo se establecen las ideas para abordar de un modo racional el análisis de la ig-
nición de otros sistemas y además se define un criterio matemáticamente preciso para 
identificar el instante de ignición: la diferencia entre la temperatura del sólido y la inerte 
es una pequeña perturbación que en el instante de ignición presenta una singularidad 
matemática. Este trabajo fue ampliado en [LW2] al incluir la absorción de radiación en 
el interior del sólido. Olmstead [OL] ha generalizado el análisis de [LW1] al suponer que 
el flujo de calor es arbitrario, admitir pérdidas de calor por convección en la superficie 
y tener en cuenta el efecto del consumo de reactante. A partir de [KA1] y [LW1] Kapila 
[KA2] describió la ignición, explosión y propagación de una llama en un sólido activado 
por un flujo de calor constante. Niioka y Williams [NW] han analizado la ignición de 
un sólido cuando su superficie se calienta por efecto de una corriente de gas inerte a 
alta temperatura. 
La ignición producida por el aumento de la temperatura superficial hasta un 
valor constante en un sólido semiinfinito ha sido también analizada mediante técnicas 
asintóticas por Liñán y Williams [LW3]. Como en [LW1] es posible identificar una zona 
de reacción superficial y una región inerte. La evolución temporal puede dividirse en 
una etapa inicial, en la cual la zona de reacción es cuasiestacionaria (reactivo-difusiva), y 
otra de transición donde no pueden despreciarse los efectos no estacionarios y en la cual 
se produce la ignición. Posteriormente [LW4] realizan un análisis similar considerando 
el efecto del consumo de reactante cuando el número de Lewis es de orden unidad y 
suponiendo que el sólido está en contacto con una superficie catalítica caliente. Liñán 
y Kindelán en [LKl] emplean técnicas asintóticas para estudiar la ignición de un medio 
reactivo mediante un alambre calentado eléctricamente en el caso de sólidos y gases, 
incluyendo en este último el efecto convectivo. Los resultados incluyen expresiones 
cerradas para el valor del tiempo de ignición. En [LK2] analizan la ignición mediante un 
cuerpo caliente e inerte de tamaño finito. Determinan el valor crítico de un parámetro, 
que mide la pérdida de calor asociada a la curvatura del cuerpo inerte, que separa los 
regímenes sub y supercríticos. El estudio de la respuesta transitoria de una partícula 
catalítica en los proximidades del punto de ignición cuando el número de Nusselt no 
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corresponde a los límites clásicos de Semenov (Nu < 1) o de Frank-Kamenetskii (Nu ^> 
1) puede encontrarse en la tesis doctoral de A. Zaragoza [ZA]. Poland et al. [PHK] 
integran numéricamente las ecuaciones correspondientes al primer término del desarrollo 
asintótico en el caso de sólidos finitos (slab, cilindro y esfera) para distintos valores de 
la temperatura superficial, obteniendo resultados semejantes a los de [MAG]. 
1.4 EFECTOS GEOMÉTRICOS E N LA TEORÍA D E IGNICIÓN 
Al considerar la ignición de un sólido finito se encuentra que cuando el número 
de Damkóhler es Da >• 1 la ignición se produce en una capa delgada próxima a la 
superficie. Esto es consecuencia de que el espesor de la zona de reacción, £r, es mucho 
menor que la longitud típica del sólido, £. Si el período de tiempo en el que se desarrolla 
la ignición es pequeño la capa calentada por conducción desde la pared es delgada, y el 
sólido, visto desde la escala asociada a esta capa de conducción, aparece como infinito 
de manera que la solución correspondiente al sólido semiinfinito desarrollada en [LW3] 
(lo que constituye un problema universal) puede, en primera aproximación, aplicarse 
para determinar el tiempo de ignición y la distribución de temperatura. 
En el análisis de [LW3] está implícita la hipótesis de que la superficie del sólido 
es plana. Cuando el sólido es finito aquélla no siempre se verificará, de manera que si 
se pretende aplicar los resultados de [LW3] éstos deberán ser corregidos para tener en 
cuenta el efecto de la curvatura de la superficie del sólido. Evidentemente la magnitud 
de esta corrección depende de la curvatura en cada punto medida en la escala de la 
zona de reacción, que es la escala característica del problema cuando Da ^$> 1, y tiene 
carácter local. Por consiguiente pueden darse situaciones en que la teoría desarrollada 
en [LW3] no sea globalmente aplicable a un determinado sólido. Esto ocurrirá si en 
la superficie del mismo existen regiones que desde la escala de la zona de reacción no 
pueden considerarse casi planas. 
El análisis de la influencia de la curvatura en las condiciones de ignición ha 
sido realizado por Barenblatt [ZE, pp.201-207] para el caso de superficies cilindricas y 
esféricas si bien el procedimiento empleado es diferente del que presentamos a conti-
nuación. La situación más sencilla corresponde al estudio de la ignición de una mezcla 
reactiva situada en el espacio comprendido entre dos cilindros concéntricos de radios 
Ri Y Re (Re > Ri) y tales que el interior sufre una brusca elevación de temperatura 
pasando ésta de T0 &T8. En las variables £ = r/Ri y 8 — E(T — TS)/RT% el problema 
18 
que debe analizarse es: 
iíM)+D'e$=° (i-28a) 
0(1) = O, 0(£e) = - 0 (1.28b) 
siendo Da el número de Damkóhler calculado a la temperatura Ts con R{ como longitud 
característica y /? = ¿7(Ta — T0)/RT¿ el número de Zeldovich que suponemos mucho 
mayor que la unidad. A consecuencia de esta hipótesis existe una región en la cual 
la reacción está congelada y donde la distribución de temperatura es la que existiría 
en ausencia de reacción, 0 = — /?ln£/ln£e, siendo el flujo de calor constante e igual a 
/?/ln£e. La zona de reacción está situada en torno a £ = 1 y su estructura depende de la 
magnitud del número de Damkóhler que, como ya hemos señalado, puede interpretarse 
como el cociente entre el radio interior R{ y el espesor típico de la zona de reacción tr. 
Consideraremos en primer lugar el caso Da ^> 1. La variable apropiada para 
describir la zona de reacción es 77 = /?(£ — l)/ln£e , pues en ella el flujo de calor es 
de orden unidad. La condición de acoplamiento entre ambas zonas es que el flujo de 
calor en la zona de reacción debe tender a una valor constante e igual al de la zona 
inerte cuando 77 —• 00. Al introducir la expresión de 77 en (1.28a) se obtiene, en primera 
aproximación, el siguiente problema: 
d2# 
— +Í)aee = 0 (1.29a) 
0(0) = 0, 0,(00) = - 1 (1.29b) 
donde Da = .Da(ln£e//?)2 es de orden unidad. Este problema es el mismo que se encontró 
al analizar la ignición de un slab. Por consiguiente cuando Da ^> 1 la estructura de la 
zona de reacción es, en primera aproximación, casi plana lo que concuerda con el hecho 
de ser Ri ^> ír. La condición crítica para que tenga lugar la ignición es idéntica a la del 
caso plano, es decir, 1 < 2Da, que escrita en variables físicas es 
nBT¡ pgBe-B/BT. T.--T0 
¿
 E X > RM(RJRi) { ' 
La expresión anterior es totalmente análoga al caso plano excepto en el término de 
la derecha que representa la derivada de la temperatura inerte en el cilindro interior. 
Cuando Da ^> 1 la curvatura sólo interviene a través del flujo de calor asociado a 
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la temperatura inerte, pero no directamente en la zona de reacción que es plana. Si 
ademas de ser Da >• 1 es (Re — RÍ)/RÍ <C 1 el flujo de calor entre ambos cilindros es 
prácticamente unidimensional en cuyo caso se recupera a partir de (1.30) la condición 
unidimensional pues Ri\n(Re/Ri) ~ Re — R{. 
En el caso Da = (9(1) la reacción tiene lugar en f = O(l). Si el radio exterior 
£e es también de orden unidad el problema no corresponde a uno de ignición sino de 
explosión térmica. Suponemos por tanto que en este caso es £c >• 1 (Re ^> i2¿). Esta 
situación aparece, por ejemplo, al analizar la ignición mediante un alambre calentado 
eléctricamente [LK1]. El problema para la zona de reacción es: 
1 d / .d<9\ _
 e 
?dU € dÉ. ' + í , - e ° (1-31a) 
*(D = o, - ^ {=OÜ
=
ném (1-31b) 
donde la condición de contorno en £ — oo representa de nuevo el- acoplamiento con la 
zona inerte. Para analizar el problema anterior es conveniente observar que la ecuación 
(1.31a) es invariante ante el grupo de transformaciones: 
f - x z f , 6->b + 6, e V = l (1.32) 
de manera que tomando como nuevas variables 
u = Daeee, w = - ^ (1.33) 
(1.31a) adopta la forma: 
dw , 
— = 2 - w (1.34) 
que puede integrarse una vez para dar 
LO2 - 4 Ü ; + 2U = cte (1.35) 
Cuando f ^> 1 el flujo de calor es aproximadamente constante e igual a 
u
~
=HÍlR-) . (L36) 
y a partir de la definición de w obtenemos que la temperatura es 0 = — Woolnf + cte 
con lo cual u ~ Daí2~Wo°- Si suponemos ut^ > 2 (el análisis correspondiente al caso 
k>oo < 2 es más complicado) podemos tomar UQ© = ~ 0 y la ecuación (1.35) pasa a ser 
u? - 4w + 2u - ule + 4o>oo = 0 (1.37) 
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La relación anterior permite calcular el flujo de calor u> en cada punto si se conoce u. 
En particular en £ = 1 se tiene 
u\ - 4u>! + 2Da - ule + Au^ = 0 (1.38) 
de donde 
wi = 2 ± V W - 2)2 - 2Da (1.39) 
La existencia de solución requiere 
^oo - 2 > y/2D~a (1.40) 
y por tanto la ignición se produce si 
2 + v / 2 5 T > ^ o o (1.41) 
que en variables físicas es 
2 RT2S iBTi pqBe-E/RT* Ts-T0 , 
Ri E V E X Ri]n{ReIRi) 
La curvatura en este caso, Da — 0(1) ó Ri/tr = 0(1), afecta no. sólo a la distribución 
inerte de temperatura, al igual que en caso Da ^> 1, sino también a la zona de reacción 
que ya no puede suponerse plana. El término representativo de este último efecto, 
2RT¿/R¡E, pierde importancia a medida que R{ aumenta, de forma que cuando Ri ^> iT 
puede despreciarse recuperándose el resultado correspondiente a Da >> 1.. 
Otra característica de la superficie de un sólido que puede modificar notable-
mente el proceso de ignición es la rugosidad. Su efecto puede analizarse cualitativamente 
de la siguiente manera. Consideremos por simplicidad un "slab" semiinfinito cuya su-
perficie tenga el perfil de una sinusoide. Si la amplitud de la misma es mucho menor que 
ir las diferencias de temperatura que aparecen inducidas por la rugosidad una vez que 
se ha elevado la temperatura superficial son anuladas por la conducción de calor antes 
de que se produzca la ignición, de forma que ésta tiene lugar como si la superficie fuese 
plana. El mismo resultado se encuentra si la amplitud y el radio de curvatura son mucho 
mayores que ir. La zona de reacción adopta la forma de la superficie pero localmente 
puede considerarse plana. Por último si ambos son del orden de lT la curvatura afecta 
a la zona de reacción pues las regiones convexas reciben "un flujo de calor mayor que las 
cóncavas, y por tanto alcanzan antes las condiciones para que se produzca la ignición, 
siendo ahora este proceso notablemente bidimensional. Conviene notar que la longitud 
tr depende de la temperatura T¿, de modo que un mismo sólido puede encontrarse en 
una u otra situación dependiendo de la intensidad del calentamiento a que esté sometido. 
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No es éste el único caso en que debe considerarse el proceso de ignición como 
bidimensional. Cuando la superficie presenta aristas o disposiciones geométricas que 
fuerzan la convergencia de las líneas de flujo de calor el tiempo necesario para producir la 
ignición se reduce notablemente respecto del unidimensional. Recientemente Hermanee 
y Vorsteveld [HV] han analizado la ignición de un sólido bidimensional semiinfinito que 
en un sistema de coordenadas cartesiano ocupa el primer cuadrante, cuando su superficie 
es expuesta a un flujo constante de calor. Esta situación es análoga a la estudiada en 
[LW1] pero con una geometría apropiada que permite obtener conclusiones acerca de la 
influencia de la curvatura en el caso límite en que ésta es infinita. El análisis realizado 
no emplea técnicas asintóticas sino que procede mediante la integración numérica de las 
ecuaciones incluyendo el consumo de reactante. A partir de los resultados numéricos 
obtienen una correlación entre el tiempo de ignición y los parámetros adimensionales 
relacionados con el flujo de calor y la energía de activación. Encuentran que el tiempo 
de ignición se reduce respecto del unidimensional en un factor de 2.5 a 3.4, dependiendo 
del valor de los parámetros. 
1.5 O R D E N DE M A G N I T U D DEL TIEMPO D E IGNICIÓN 
Al considerar la teoría no estacionaria de la ignición una de las tareas previas 
es encontrar, mediante estimaciones de órdenes de magnitud de los diversos términos 
que intervienen en las ecuaciones, el orden de magnitud del tiempo de ignición. 
Los tiempos característicos que hemos encontrado hasta el momento son ta 
y tq. El primero representa el tiempo necesario para que el calor se transmita por 
conducción a una distancia i y se obtiene mediante el balance de los términos de la 
ecuación de conducción pcp6T/ta ~ \6T/£2, de donde 
Pcpe _ e 
A a 
siendo a = \jpcp la difusitividad térmica. El tiempo químico es el que transcurre 
durante una explosión térmica homogénea hasta que se generan incrementos de tem-
peratura del orden de la de Frank-Kamenetskii, RT^-fE, y se obtiene a partir de 
pcp(RT?/E)/tq ~ pqBe-ElRT< , de forma que 
__CpRT¡_ 
9
 ~ qBEe-E/RT< 
siendo Tc es la temperatura característica del problema. 
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Cuando la ignición se produce a causa de un incremento brusco en la tempe-
ratura superficial, se encuentra que, bajo ciertas condiciones, los efectos no estacionarios 
están básicamente asociados a la propagación de la onda térmica generada por este in-
cremento, estableciéndose lo que hemos denominado distribución inerte de temperatura. 
Al cabo de un tiempo St el espesor de la capa calentada por la onda térmica, o capa de 
conducción, está dado por 
it ~ VaSt 
En este caso la zona de reacción puede considerarse como reactivo-difusiva y cuando el 
incremento de temperatura es del orden de ST el espesor de la misma, £r se determina 
mediante \8T/£* ~ pqBe~E/RTt. En particular cuando se produce la ignición los 
incrementos son del orden de RT]; ¡E y el espesor es 
ÍT, I XRT> pqBEe-E/RT? 
A partir de la definición del número de Damkóhler se obtiene que.el espesor de la zona 
de reacción relativo al tamaño del sólido es el inverso de la raíz cuadrada del número 
de Damkóhler: 
T 
siendo la zona de reacción muy delgada cuando Da >> 1. 
Debido a que los efectos no estacionarios no intervienen en la ecuación de 
la zona de reacción, el orden de magnitud del tiempo de ignición no puede determi-
narse a partir de ésta, sino que debe hacerse mediante una condición que represente 
el acoplamiento entre la zona de reacción cuasiestacionaria y la capa de conducción no 
estacionaria. Evidentemente el tiempo químico es un límite inferior del orden de mag-
nitud del tiempo de ignición, que corresponde al caso en que la difusitividad térmica 
es muy grande y todo el sólido alcanza la temperatura Ts de forma casi instantánea 
produciéndose a continuación la explosión térmica. El límite superior es el tiempo de 
conducción basado en la longitud característica del sólido. 
Una vez que en el término de reacción se ha"realizado la transformación de 
Frank-Kamenetskii, con T8 como temperatura característica, es fácil comprobar que la 
reacción química sólo cuenta donde la temperatura difiera de Ts en cantidades de orden 
RTg /E. Si el espesor de la capa de conducción es ¿t y suponemos que la temperatura 
varía linealmente desde T8 a T0, el espesor de la zona de reacción es £'r = ítRT* /'E(TS — 
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T0) = e£t que crece con el tiempo al igual que £t (la relación £'r — e£t es consecuencia 
directa de la hipótesis de Zeldovich). En el instante de ignición el espesor de la zona de 
reacción es tr y por tanto el de conducción debe ser £t ~ £r/e, con lo cual el tiempo de 
ignición es 
. **r Pcp^r 
%g
 ae2 \e2 
Teniendo en cuenta que pcp£2/X es el tiempo químico tq a la temperatura Ta, se obtiene 
que el tiempo de ignición relativo al químico es 
7^ ~ e'2 > 1 (1.43) 
Si referimos tig al de conducción mediante tq = tQ/Da obtenemos 
til „ _ 1 _ ( l t44) 
ta e2Da { } 
Por tanto el tiempo de ignición es siempre muy grande frente al químico pero puede ser 
pequeño frente al de conducción (e2Da ^ 1) o del mismo orden (e2Da = 0(1)). 
La hipótesis relativa a la distribución de temperatura inerte desempeña un 
papel fundamental para determinar el orden de magnitud de tig. Si existen factores 
geométricos que puedan alterar ésta modificarán igualmente a tig. Por ejemplo cuando el 
sólido tiene esquinas la distribución de temperatura inerte cambia y no puede suponerse 
lineal cerca de la pared ni siquiera al realizar estimaciones de órdenes de magnitud. En 
este caso, como veremos más adelante en el capítulo 4, la relación anterior entre el 
tiempo de ignición y el químico es 
Ug
 ~ e-' (1.45) 
t„ 
donde o = 260/7r que verifica 0 < a < 2, siendo 6Q el ángulo de la esquina. En 
consecuencia si la superficie del sólido presenta una arista siempre se reduce el tiempo 
de ignición. En particular cuando el ángulo es recto se tiene 
% - e-1 (1.46) 
tq 
y 
— ~ - ^ - , (1-47) 
En los casos en que el tiempo de ignición sea muy pequeño frente al de 
conducción, el espesor de la capa de conducción durante el proceso es pequeño frente 
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al tamaño del sólido y esto permite considerar el sólido como infinito. Por tanto el 
tiempo de ignición no depende de la longitud característica del sólido y el problema 
tiene carácter universal. 
1.6 OBJETIVOS DE LA TESIS 
El objetivo de este trabajo es analizar, mediante el empleo de técnicas asintó-
ticas, el proceso de ignición cuando a causa de los efectos geométricos éste no puede 
considerarse unidimensional, eligiendo para ello configuraciones geométricas sencillas. 
Supondremos que la ignición es originada por el aumento de la temperatura superficial 
mediante una función escalón tal que el número de Damkóhler a la nueva temperatura 
superficial sea supercrítico. Incluiremos los efectos no estacionarios que, en la mayoría 
de los casos, podrán asociarse, en primera aproximación, a la distribución inerte de tem-
peratura lo que da lugar a una zona de reacción cuya estructura es cuasiestacionaria. 
Los resultados permitirán describir la evolución de la temperatura durante el proceso y 
determinar el tiempo de ignición. En los casos cuyas geometrías sean las más representa-
tivas calcularemos la corrección que se obtiene al considerar los efectos no estacionarios 
en la zona de reacción, que en la etapa final no son despreciables. 
En el capítulo 2 estudiaremos desde un punto de vista general el efecto de la 
curvatura en la ignición de un sólido cuya superficie no es plana y en la cual el radio de 
curvatura es del orden de la longitud característica del mismo. Supondremos e2Da >> 1, 
de manera que el tiempo de ignición es pequeño frente al de conducción, lo que permite 
considerar el sólido como infinito. A continuación, capítulo 3, analizaremos la ignición 
en el caso límite de curvatura infinita, es decir, cuando existe una arista en la superficie 
del sólido definida por dos planos que forman un ángulo recto. Consideraremos que el 
sólido es infinito lo que corresponde al límite eDa ^ 1. El análisis asintótico reducirá 
la ecuación de conducción del calor a un problema elíptico no lineal en un dominio no 
acotado cuya solución numérica requerirá un tratamiento especial de la condición de 
contorno en el infinito. Este análisis se generalizará en el capítulo 4 donde resolveremos 
el problema de la ignición de un sólido bidimensional con forma de cuña cuyo ángulo 
es arbitrario. Con el fin de realizar un análisis sistemático las hipótesis relativas al 
orden de magnitud del tiempo de ignición serán las mismas que en el capítulo anterior, 
es decir tig ~ tq/e y tig/tQ ~ l/eDa < 1, en lugar de tig/tq ~ e~a y tig/tQ ~ 
\¡eaDa <C 1, lo que hace que este análisis pueda ser inadecuado cuando el exponente 
a difiera apreciablemente de la unidad. El modelo propuesto puede aplicarse al estudio 
de situaciones tridimensionales cuyo caso límite es la presencia de un punto singular 
en la superficie. El caso representativo más simple, a causa de la simetría, es el de 
un cono que resolveremos para distintos valores del semiángulo. Los resultados de los 
problemas universales analizados en los capítulos 2 y 3 serán aplicados en el capítulo 5 a 
sólidos finitos que tengan alguna de estas configuraciones geométricas. Consideraremos 
tres situaciones diferentes: números de Damkohler grandes frente a la unidad (capa de 
reacción delgada) pero tales que la capa de conducción es, respectivamente, pequeña 
frente al tamaño del sólido y del mismo orden que éste, y números de Damkohler de 
orden unidad. En este último caso desarrollaremos una teoría asintótica de la ignición 
que puede aplicarse cuando el tamaño de la zona de reacción es similar al del sólido. 
Finalmente en el capítulo 6 estudiaremos la influencia del consumo de reactante en los 
casos de un sólido semiinfinito cuya superficie es plana y cuando ésta tenga una esquina. 
Los principales resultados y conclusiones se recogerán en el capítulo 7, donde también 
mencionaremos las posible líneas en que este trabajo puede continuar. 
«¡r 
26 
CAPITULO 2 
EFECTO DE LA CURVATURA E N LA IGNICIÓN DE SOLIDOS 
2.1 INTRODUCCIÓN Y FORMULACIÓN 
El análisis del proceso de ignición de un sólido semiinfinito cuya temperatura 
superficial aumenta en un instante dado y se mantiene constante en los instantes pos-
teriores ha sido realizado por Liñán y Williams [LW3]. Mediante el empleo de técnicas 
asintóticas en las que la energía de activación adimensional es considerada como un 
parámetro grande frente a la unidad, se muestra la existencia de una zona de reacción 
superficial cuyo espesor relativo al de la zona de calentamiento es del orden del inverso 
de la energía de activación y que, en primera aproximación, es cuasiestacionaria. En 
esta zona de reacción se genera un incremento de temperatura respecto de la inicial 
y parte del calor producido se propaga al interior del sólido a través de una zona de 
conducción inerte situada a continuación. 
Cuando el sólido es finito es posible aplicar las ideas anteriores si se verifica 
la condición de que en tiempos del orden del tiempo de ignición la onda térmica se 
propague a distancias muy pequeñas comparadas con el tamaño característico del sólido, 
de manera que en la escala asociada a la conducción el sólido aparece como infinito. 
Como hemos visto en el capítulo anterior esto es equivalente a que se verifique e2Da >> 1. 
El objeto de este capítulo es incluir una primera corrección en la descripción 
del proceso de ignición que tenga en cuenta el efecto de la curvatura local de la superficie 
cuando ésta es de orden unidad en la escala del tamaño del sólido, de manera que la 
zona de reacción aparece como casi plana. Como mostraremos a continuación al retener 
la corrección no se modifica el carácter unidimensional de las ecuaciones. 
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El problema matemático puede formularse como: 
dT 
pcp— = AAT + pqBexp(-E/RT) 
ot 
T(t = 0) = T0 en Q, T(t > 0) = Ts en dtl 
(2.1a) 
(2.1b) 
donde íí es un dominio acotado de R2 ó R3, cuya frontera dQ (T si Q, C R2 y S si 
í í C R3) se supone suficientemente lisa de manera que en cada punto tengan sentido las 
definiciones usuales de curvatura. Si la longitud característica de Q, es £ supondremos 
que la curvatura media de 5 y la curvatura de T son de orden l/£. 
Al adimensionalizar las ecuaciones aparecen los parámetros a = {Ts —T0)/Ts 
y e = RTs/aE. Definimos las siguientes variables adimensionales: r = t/tc, f = x/i y 
<p = (T-T0)/(Ta-T0) donde 
* , = 
aDcpT9 (2.2) 
27reqBe-E/RT' 
siendo i ) un parámetro adimensional de orden unidad cuyo valor se determinará con la 
condición de que la ignición se produzca en r = 1. Al introducir las nuevas variables en 
(2.1) obtenemos: 
d<¿> o . D i p - l 
ip(r = 0) = 0 en Q, <p(r > 0) = 1 en dü 
donde 
V = l 
a\DT9 1/2 A 1/2 
exp - ^
 t ' f — (2.3a) 
(2.3b) 
(2.4a) 
^ = o " T V / P T = —¿c (2.4b) 
[27repqBeE/RI' J [/9C,, J 
representa la distancia recorrida por la onda térmica en r = 0(1). Si v — £c/£ <C 1 
la conducción de calor sólo cuenta en una capa delgada próxima a la superficie cuyo 
espesor es del orden de v. Las variaciones de temperatura en distancias normales a dQ, 
de orden v son de orden unidad, mientras que en la dirección tangente a d£l son mucho 
más pequeñas. Para poner de manifiesto este hecho y eliminar el factor v2 que aparece 
en (2.3a) adoptaremos un nuevo sistema de coordenadas, una de las cuales tendrá la 
dirección de la normal. 
28 
Cuando Í Í C R 2 las nuevas coordenadas son la longitud de arco, s, medida a 
lo largo de r y la distancia, v£, medida sobre ñ normal unitaria a T en cada punto. En 
este sistema la expresión del operador A es 
A 
i d: 
+ v2di2 v\-vkidi {1-vki)2 ds' + 
vkj d 
1 — vkf ds (2.5) 
donde k = k(s) es la curvatura de T en las variables f y, por tanto, es de orden unidad. 
La expresión anterior, y la que deduciremos cuando Í2 C R3, pueden obtenerse a partir 
de la definición del operador de Laplace en un sistema de coordenadas ortogonales 
arbitrario una vez calculados los elementos de la matriz métrica. 
Si multiplicamos (2.5) por i/2 y desarrollamos en potencias de v podemos 
poner 
(2.6) 
donde R' = 1/k es el radio de curvatura local medido en la escala de í. El efecto de las 
derivadas según s aparece en los términos de orden v2 y superiores y no será tenido en 
cuenta. 
n v 
^,"0V 
^^s^_J 
Ví y 
T . 
C^ t 
n 
P^v,H)\/ 
-
/ V V 
/ s / 
/ u 
Figura 2.1 Coordenadas en la capa de conducción. 
Si fi C R3 el sistema de coordenadas está formado por la distancia i/£ medida 
sobre ñ y las coordenadas curvilíneas (tí, v) definidas sobre S tales que la parametrizacion 
f = f(u,v) de S sea regular. Aunque las coordenadas (u,v) pueden ser tan generales 
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como se desee, usaremos, por simplicidad, aquéllas cuyas líneas paramétricas son líneas 
de curvatura, de manera que la expresión de A es: 
1 (Id 
A = 
y/M l'"2^ VÉ6± 
d 
ou du \f&¡£ d ov >/*/*£ (2.7) 
donde É = E{\ - 2i/*i£ + u2k¡(2) y G = (7(1 - 2vk2( + v2k2t2) siendo E y G los 
coeficientes de la primera forma fundamental de S y k\ y k2 las curvaturas principales 
que, en este sistema, pueden escribirse mediante los coeficientes e y g de la segunda 
forma fundamental de S como k\ = e/E y k2 = g/G. 
Al multiplicar (2.7) por v2 y desarrollar llegamos a 
donde R" es de orden unidad y puede expresarse como 
R" ~ Rx* R2 
siendo .ñi = 1/ki y R2 = 1/&2 los radios de curvatura principales medidos también en 
la escala de t. 
Utilizando (2.7) y (2.8) la ecuación (2.3a) puede ponerse en la siguiente forma: 
dip _ d2(p v d(f D <p-l 
donde R es R' 6 R" según el dominio O considerado. 
+ o(v) (2.9a) 
Las condiciones de contorno e iniciales (2.3b) deben ser complementadas con 
una condición en £ —> oo, que sea compatible con la condición inicial y con (2.9a) cuando 
las derivadas respecto £ sean nulas. <p(oo, r ) = 0 y </?^ (oo, r ) = 0 son compatibles con la 
condición inicial pero la primera no verifica (2.9a) y, por consiguiente debe emplearse 
la segunda, con lo cual la forma correcta de (2.3b) es: 
<¿>(£, 0) = <p(0, r ) - 1 = y?e(oo, r ) = 0 (2.9b) 
2.2 S O L U C I Ó N I N E R T E 
Es útil considerar como variable dependiente la diferencia entre la tempera-
tura tp y la que existiría si el sólido no fuese reactivo. Esta última está dada por la 
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solución del problema: 
dipi d2ipi v difi 
dr dí2 
Vt(C>0) = (PiA°°iT) = 0 ' 
R dí 
<PÍ(0,T) = 1 r > 0 
(2.10a) 
(2.10b) 
Aunque (2.10) tiene solución analítica que puede calcularse mediante la transformada 
de Laplace, dado que en (2.10a) se han omitido los términos de orden superior a v, 
buscaremos la solución en forma de desarrollo en serie de potencias de v y localizaremos 
sus dos primeros términos. 
Si llevamos <¿>¿ = ^p0JrV{P\ +°( I /) obtenemos a partir de (2.10a) los problemas: 
d<p0 d2(pt 
dr dí2 ' 
dpi d2(fi 1 d(pi 
dr di2 R 0£ ' 
Vo(£, 0) = ?o(0, r ) - 1 = ¥>o,e(oo, r ) = 0 (2.11) 
Vi(£, 0) = Vi(0, r ) = <¿>i¿(oo, r ) = 0 (2.12) 
La solución de (2.11) es <p0 — erfc(£/2-v/f) y la de (2.12) puede obtenerse mediante la 
transformada de Laplace. Si designamos mediante / ( f ,s) a la transformada de / ( £ , T ) , 
£[/(£, r)], de (2.12) encontramos: 
d2y?i _ e x p ( - ^ £ ) (2.13) 
que resuelta con ^i(0) = if\¿(oo) = 0 proporciona </?i = £exp(—>/s£)/2s, y mediante 
la fórmula de inversión llegamos a tpi = £erfc(£/2v/r:)/2.fí. 
Por tanto <¿>¿ puede escribirse como: 
^=fl + ^)erfc(^)+ 0M 
Tomando como nueva variable i¡> = ip — (pi, (2.9) es: 
(2.14) 
<9r " d(2 Rd£+ 27re 6 X P 
1 %¡> * + <¿>¿ - 1 
£ l + a ( H V»¿ - 1 ) 
V>(£,0) = V(0,r)=Ví(<x>,r) = 0 
(2.15a) 
(2.15b) 
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2.3 ZONA D E R E A C C I Ó N 
De (2.15a) se deduce que el término de reacción interviene sólo cuando i¡> -f 
ipi — 1 es de orden e. Si utilizamos el desarrollo de la función erfc podemos poner: 
^ -
1
' - ^ ( 1 - v ^ ) + ^ v ) ( 2 - 1 6 ) 
de manera que tanto \j> como f deben ser de orden e. Tomando como variables para la 
zona de reacción \¡> = %¡)/e y C = U£V^^ v teniendo en cuenta (2.16), obtenemos de 
(2.15a) y después de linealizar el argumento de la función exponencial en el término de 
reacción la siguiente ecuación para la región interior: 
tf£2 r d7~2dC 
d2é v ,—dé DT 
*-<ll-»Jg + 0(e,u2) (2.17) 
en la cual la curvatura interviene a través del término convectivo —(£Vy/7rr/R)ip£ y del 
término vCi\pKT¡2R que aparece en la exponencial. Teniendo en cuenta que la longitud 
característica de la zona de reacción es tr = e£c, el factor sv/R, que define el orden de 
magnitud del primero, es el cociente entre ÍT y el radio de curvatura. Por tanto mientras 
éste sea mucho mayor que ir la curvatura no afecta directamente a la estructura de la 
zona de reacción, sino que lo hace a través del segundo término que está asociado 
a la temperatura inerte. Por otra parte éste sólo debe retenerse cuando se verifique 
£ < i / , pues en caso contrario los términos que hemos omitido al linealizar el término 
de Arrhenius, y que son de orden £, serían tan importantes o más que los que estamos 
reteniendo. En consecuencia cuando e > i/, esto es, cuando el radio de curvatura en la 
escala de lc sea de orden e~l o mayor, el efecto de la curvatura es despreciable incluso 
en la temperatura inerte, de manera que la superficie puede considerarse como plana. 
Llamando r) = f (1 — i/y/rr/2R) y suponiendo que la derivada temporal de i¡> 
así como el término convectivo —(C)/2)di/>/d( son de orden unidad (2.17) es: 
0 =
 §r+ \ ^ ^ ~v] + 0{e'v2) (2-18) 
que constituye una primera aproximación para describir la evolución de la temperatura 
en la zona de reacción. El tiempo interviene a través de la nueva variable temporal 
A = DT{\ — Vyjñrr/2R)~2 que tiene en cuenta la influencia de la curvatura. 
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La ecuación (2.18) debe complementarse con la condición de contorno en 
77 = 0, II)(0,T) = 0, y una condición de contorno en 77 —> 00 que habrá de deducirse de 
las condiciones de empalme con la solución exterior. Par a resolver (2.18) es conveniente 
usar como variable u = t¡) — 77. Una primera integración proporciona: 
éü
 = _ x / A ( l - e « ) + a2 + Q(e, v2) úrj (2.19) 
donde a(r) = — UV(0,T) = 1 — ^(0,7-) es una constante de integración que deberá ser 
determinada posteriormente. Integrando nuevamente se obtiene: 
^ = 1_ y/\ +
 a* + 0(ey) V+ 
21n 
2VX + a2 (y/X + a2 -a) 
X + (y/X + a2 - a) exp (-T/A/A -f a2) 
+ 0(e,i/2) (2.20) 
Para realizar -el acoplamiento con la solución exterior debe emplearse -el desarrollo de 
(2.20) para 77 —• 00: 
v> y/X + a2 + <D(e,v2) 77 + ln [F(a, A)] + 0(e, v2) + t.e.p. (2.21) 
donde F(a, A) = - 4(A(r) + a(r)
2) 
( V'A(T) + a(rf + «(r)) 
2* 
2.4 ZONA I N E R T E 
Cuando £ = 0(1) la diferencia 9?, — 1 es negativa y de orden unidad de 
manera que la reacción química aparece congelada. En esta región exterior tiene lugar 
la conducción de calor desde la zona de reacción hacia el interior del sólido. La ecuación 
correspondiente, que se obtiene eliminando en (2.15a) el término de reacción, es: 
di/)c 
dr 
d2xpc 
R d( (2.22) 
Las condiciones de contorno e iniciales (2.15b) deben ser modificadas ya que ahora 
f = 0 no corresponde a la superficie del sólido sino a la región intermedia donde ambas 
soluciones, exterior e interior, son válidas. Por tanto ^ ( 0 , r ) representa el incremento de 
temperatura respecto de la inerte generado por la zona de reacción. Su valor se deduce 
al realizar el acoplamiento de las soluciones exterior e interior. Para ello [KC, p.15] 
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consideremos el límite e —• 0 realizado en £ff fijo, con £a = £/cr(e) donde e <C c"(e) -c 1. 
La condición que debe verificarse para el acoplamiento a 0 ( l ) es: 
lim { e ^ ( ~ i , r ) - 0 c ( < T £ ( r , r ) } = O (2.23) 
ío.=cte 
Como (J^a/e —» oo podemos usar (2.21) con lo cual (2.23) es: 
lim | ( l - v/A + a*) ( - ^ = - ^ 0 cr£(T + e ln [F(a, A)] - V>c(*f<r, r ) | = 0 (2.24) 
Para que (2.24) se verifique es necesario: 
A + a2 
^ c (0 , r ) = eln + <9(e2,£i/2) (2.25) VA + a2 + a)2 
El acoplamiento aO(e ) implica la condición 
lim J « * W « , T ) - * K , , r ) l
 p ^ ( 2 2 6 ) 
£*=cte ^ £ J 
Escribiendo ^ C ( ^ ^ , T ) = ^c(0,r) + < 7 ^ ^ C ^ ( 0 , T ) + 0(a2) y empleando (2.21) y (2.25) 
se deduce: 
V.c,f (0, r) = J = ( l - ^ ^ ) ( l - VA + a ' ) + 0(e, v2) (2.27) 
La ecuación anterior muestra que la zona de reacción no sólo impone a la zona inerte la 
temperatura en £ = 0 dada por (2.25), sino también el flujo de calor dado por (2.27). 
La ecuación (2.22) debe ahora resolverse con •0c^(oo,r) = 0 y una de las 
condiciones (2.25) ó (2.27). La solución obtenida debe ser compatible con la otra 
condición y esto proporciona una ecuación para determinar la función a(r). 
Esta ecuación puede obtenerse mediante uno de los dos siguientes proce-
dimientos: considerar como dato ipc{0, r ) , resolver (2.22) y después calcular ^c ,^ ' 7")? 
o bien dar como dato *I>C¿(Q<> T), resolver (2.22) para obtener i^c{íi T) y calcular Í/>C(0,T). 
Cualquiera de ellos conduce a una ecuación integral y aquí emplearemos el segundo por 
ser algo más breve. Mediante la transformada de Laplace el problema para la zona de 
conducción inerte 
d*l>c d V c v d*l>c 
-^ = " ^ T ~ #-££-; ^c(í ,0) = Vc(oo,r) = 0, Vc¿(0,r) = / ( r ) 
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puede escribirse como 
d2%¡>c v di / \ 
de R d( 
La solución de la ecuación anterior es: 
- sxpc = 0; V'c.eíoo, s) = 0, ^ c ¿(0 , s) = f(s) 
&({,*) = /(*) 
T - 1 
/ V£ V 
exp 
-
lx
'
t+w + éi)t 
de donde 
M0,s) = f(s) 
que puede ponerse en la forma 
t - i 
f(s) = -(si¡c(0,s)-M0,0+)) 
1 " I 
S+AR^^2R -Vc(0,0
+) 
T - 1 
5 +
 4ÍP + 21í 
Teniendo en cuenta que 
c-
í[sMo,s)-Mo^)] = ^ i l l 
y que 
> - i 
- i 
dr 
exp I — ^ -rr I — ^-irerfc ( -rrr 
\pñr AR2 J 2R \2R 
se tiene: 
*l>cMr) = L dt l ^/TT(T - 1 ) 2 J R 6 r C V 2R dt 
yaque </>c(0,0+) = 0. 
Al desarrollar en potencias de v queda: 
, r
 d^c(0, t) dt 
* :,í(0,r) = - T 
Jo di ^/7r(r - í) 2 # 
+ ^ V ' c ( 0 , r ) + O(t/2) (2.28) 
que constituye la ecuación integral para determinar la función a(r). En (2.28) se observa 
la existencia de dos contribuciones a T/>C,É(0, r ) . Por una parte el efecto acumulativo de 
la variación temporal de T/>C(0,T) que aparece a través de la integral y, por otra, el 
efecto de concentración debido a la curvatura a través del segundo término. Mientras 
el primero favorece la difusión del calor el segundo se opone a ella. 
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2.5 SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN INTEGRAL. ETAPA INICIAL 
Al introducir (2.25) y (2.27) en (2.28) se tiene 
-¿.(.-^(.-^^jflMFh»»^-
•ye 
— ln[F(ü,\)] + 0(ey) (2.29) 
Si los términos que aparecen en (2.29) son de orden unidad y la integral está acotada 
esta ecuación se reduce a: 
de donde 
h (x ~ "*§) i1 • ^+^) = °^ "2) (2-3°) 
y/írf\ - 2 
a(r) = y i - r D ^ l - I / ^ j +0{e,v¿) (2.31) 
Esta expresión determina a{r) salvo términos de orden s y v2. Es fácil verificar que 
las hipótesis anteriores respecto de los demás términos de (.2.29) "se cumplen mientras 
a(r) definida por (2.31) sea de orden unidad, pero ésta deja de estar definida cuando 
DT(1-U^F/2R)~2 > 1. 
Y 
En el instante en que se produce la ignición (que hemos fijado en r = 1) 
la temperatura aumenta muy rápidamente, de manera que podemos asociar la ignición 
con la aparición de derivadas temporales de la temperatura no acotadas. Por tanto 
el valor de D puede determinarse con la condición de que en r = 1 la derivada de 
la temperatura máxima sea infinita. El valor máximo de la temperatura es i/>c(Q,r) 
definido en (2.25), pues en la zona de reacción rj) es creciente según se deduce de (2.20) 
y en la zona inerte es decreciente. Teniendo en cuenta (2.31), de (2.25) se obtiene 
Í/>C(0,T) = -2eln[( l + a(r))/2] y por tanto 
d ^ c ( 0 , r ) ^ 2e da(r) 
dr l + a(r) dr { } 
como a{r) es positiva para que ^c ,r(0,1) = oo debe ser a r ( l ) = oo, lo que a partir de 
(2.31) implica a(l) = 0, de donde 
D = D O = 1 - I / ^ + 0 ( I / 2 ) (2.33) 
Cerca de r = 1 la expresión para a{r) dada por (2.31) no es correcta pues 
debido a la propia definición de ignición la integral de (2.28) deja de ser de orden 
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unidad. De hecho si se calcula usando (2.31) su valor resulta ser r - 1 / 2 ln(l — r) -f 0(v) 
que diverge cuando r —» 1. Por tanto (2.31) sólo puede usarse para describir la evolución 
de la temperatura en una etapa inicial durante la cual 1 — r = 0(1) y */>c,r(0, r ) , definida 
por (2.32), se mantenga de orden e. En consecuencia el valor de D0 calculado en (2.33) 
debe considerarse como una primera aproximación al valor real. 
2.6 ETAPA D E TRANSICIÓN 
La ignición ocurre durante una etapa muy corta caracterizada por 1 — r <C 1, 
en la cual a(r) es muy pequeño y A es muy próximo a 1. Para que en esa etapa los 
dos términos de la izquierda de (2.29) sean del mismo orden hace falta que 1 — \ A -f a2 
sea de orden e y por tanto a = 0(y/e) y 1 — r = O(e). Los términos de la derecha de 
(2.29) pueden despreciarse. Conviene señalar aquí que en ambas etapas el efecto de la 
curvatura es despreciable debido a que la escala de la zona de reacción es demasiado 
pequeña, de hecho la corrección por curvatura se ha introducido a través de la solución 
inerte tpi como puede verse en (2.17). En esta segunda etapa el efecto acumulativo que 
aparece en (2.28) cuenta porque la temperatura está aumentando rápidamente. 
Las variables apropiadas para el análisis de los instantes próximos a la 
ignición son: A = a/y/e y r = 1 — ye. Además buscamos corregir D mediante 
D = D0{1 -f S(e)) con 6 = o(l) cuando e —* 0. Al introducir las nuevas variables 
en l a ecuación integral se obtiene: 
J--A'+y = A¡V - ^ L + 0(VS,e) (2.34) 
e A/e y/V-V 
Cuando y es grande comparado con la unidad pero pequeño comparado con 1/e de 
manera que 1 — ey = O(l) el comportamiento de A(r¡) debe ser A(rj) ~ \Jr) — 6/e. Al 
tratar de verificar la ecuación (2.34) con esta aproximación para ^(77) se encuentra que la 
integral tiene una divergencia del tipo ln yj(ey — ¿)/4, "que corresponde a la encontrada 
al final del análisis de la etapa inicial. Para resolver (2.34) es necesario eliminar la 
anterior divergencia logarítmica, lo que puede hacerse mediante la identidad: 
2
^í i ( ^ d+vét)v^t=M1 -T) (2-35) 
que multiplicada por —e/y/rr y sumando a (2.29) proporciona: 
( l - \ A + a2) [ l - ^ ^ ) - eln(l - r ) = -e>/F/ ( r ) + 0(e,eu, v2) (2.36) 
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donde I(r) es: 
/ w
 = í {i*W*W - vrrKi + vnt)} 7 & (2'37) 
Para calcular 7 ( T ) descomponemos la integral en dos: Ti desde í = 0 a í = 1 - ke con 
1 <C A; -C £ _ 1 e I2 desde t = 1 — ke &t = T. La primera integral puede calcularse usando 
para a{r) la expresión (2.31) pues 1 — r = (9(1). Mediante los desarrollos 
a = Vl-r + 0(¿,e,v2) 
(2.38) 
\ = T + 0(6,V2) 
puede demostrarse que 
¿ ln [F (a, A)] = . , 1—==- + 0(6, e, i/2) (2.39) 
con lo cual la primera integral es: 
Ij = 0 ( ¿ , e , i / 2 ) (2.40) 
En la segunda integral l - r < l y , por tanto, usamos las variables a — \JeA, 1 — ey = r 
y 1 — £77 = t, con lo cual puede escribirse 
h= r / i d l n F + _ i _ ^ | ^ = d (241) 
La función F en las nuevas variables admite el siguiente desarrollo: 
F = 4 (1 - 2 ^ ^ ) + <9(¿, £, 1/) (2.42) 
que llevado a (2.41) da: 
h
 ' ~ í (^ "2^) ^  + ow '^ ^  "^  (243) 
y sustituyendo en (2.36) las expresiones (2.40), (2.43) y las correspondientes a a, r y D 
se obtiene: 
_I(¿ _
 £y + e¿2) __ £ l n £ y = _£ ^ ^ + j 2 ] + ^ ^ (2>44) 
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es decir: 
d.77 
Vv-y -6 + ey-eA
2
-2eln(ey) = 2e í f - L _ 2 ^ p ) 
0(e6, ev2, e2) + 0(6y/¿, e^l, vy/e) + G(e ,ev,v ) (2.45) 
»
 v ' > v ' > v ' 
h h (2.36) 
Esta ecuación contiene términos no explícitos de diversos órdenes de magnitud. El 
primer grupo proviene de la integral Ii (2,40), el segundo de I2 (2.43) y el tercero 
aparece ya en (2.36). Los términos de este último están asociados, respectivamente, a 
la corrección de la cinética de Frank-Kamenetskii (e), al efecto de la curvatura sobre la 
condición de acoplamiento entre la zona de reacción y la de conducción no estacionaria 
(ev), y al siguiente orden del desarrollo de la solución inerte en potencias de v (y2). Los 
términos dominantes del conjunto son los de orden e y v>fe, asociado éste al efecto de 
la curvatura sobre el valor de I2. 
La ecuación (2.45) permite determinar 8 y la función A y, por tanto, el 
tiempo de ignición que se obtiene al incluir los efectos no estacionarios y la evolución 
de la temperatura en la etapa de transición. Para que la estructura de la zona de 
reacción está libre de los efectos de la curvatura es necesario que Vy/e sea despreciable 
frente a e. Teniendo en cuenta que habíamos encontrado previamente v >• e, el orden 
de v apropiado para que la curvatura, en primera aproximación, intervenga sólo en la 
distribución inerte es e <C v <C \fí. En esta hipótesis al escribir explicitamente los 
términos de orden e y omitir el resto se obtiene: 
- ¡
 + y-A>-2Heyn2a = 2l\j=-2%)-^ ( , 4 6 ) 
que es la misma ecuación determinada por Liñán y Williams en [LW3]. Las considera-
ciones hechas allí mostraban la convergencia de la integral. Para que (2.46) se verifique 
es necesario que 
6 = -2e ln £ + 2ae 4- be (2.47) 
siendo b una constante de orden unidad a determinar con la condición de que la ecuación 
integral para A: 
tenga una solución divergente en el instante de ignición, es decir, en y = 0. Esta 
ecuación, que debe integrarse con la condición A —* y/y cuando y —> 00, aparecerá pos-
teriormente en el capítulo 6 en uno de cuyos apéndices (A.6.1) se describe su integración 
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numérica. El valor de b apropiado resulta ser b = 5 . 1 2 3 . . . . De esta forma el factor D 
que mide el tiempo de ignición puede ponerse como: 
D = 1 - i / ^ - 2£lne + 2ae + be (2.49) 
R 
2.7 E X P R E S I Ó N DEL TIEMPO DE IGNICIÓN 
Una vez determinado D, el tiempo de ignición en variables físicas puede 
expresarse como: 
Dcp(T, - T.) 
*
9
 ~ 2«eqBe-BIRT. I 2 - 8 0 ' 
con 
e = RT2JE(T8-T0) 
FK 
D = 1 - i/*— - 2eln£ + (2a + b)e 
R 
R= pjt 
siendo p el radio de curvatura local en el caso de un sólido bidimensional o el radio 
de curvatura medio (1//5 = 1/pi + 1/^2 ? donde px y ¿>2 son los radios principales de 
curvatura) en el caso tridimensional. 
El parámetro i/, que interviene en todo el análisis asociado a la curvatura es, 
en definitiva, un número de Damkóhler modificado que puede expresarse como 
D 1 \RT? D_ f 1 
V
 ~ " ' 27T
 £2 £2pqBEe-E/RTt ~ V 27T V £2£« ^ ' 
con lo cual la condición para que el efecto de la curvatura sea considerado como una 
corrección (y < y/e) es 
\/e*Da > 1. 
Es fácil comprobar que el tiempo característico definido en el proceso de 
adimensionalización mediante la relación (2.2) es, para D — 1, el cociente entre el 
tiempo de conducción pcp£2/X y 2ire2Da: 
c
 " 27re2Da 
Por tanto una forma equivalente de (2.50) es 
tQ 27re2Da 
< 1 (2.52) 
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El valor de D se obtiene considerando que, una vez expresado v mediante 
(2.51), la relación (2.49) es una ecuación para D: 
cuya solución, al menor orden, es 
1 1 
D = 1 - 2e\n£ + (2a + b)e -
"Ry/lÉFDl 
con lo cual (2.52) pasa a ser: 
Ug
 -
 1
 U - 2glne + (2a + b)e - -^^— -f Q(e) 1 < 1. (2.53) 
ta 2TT£2 Da V y/27re2 Da 
Si, como es usual, referimos el tiempo de ignición al tiempo químico tq = 
ta/Da, la relación entre t{g y tq es: 
7 ¿ = r ^ 7 f l - 2 £ l n £ + (2a + 6 ) £ - ^ 1 * + Q(e)) > 1. ¿, 2jre2 V y/2ire2Da ) 
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C A P I T U L O 3 
I G N I C I Ó N E N U N A E S Q U I N A 
3.1 I N T R O D U C C I Ó N 
En el capítulo anterior hemos analizado el efecto de la curvatura sobre el 
t iempo de ignición bajo las hipótesis siguientes: a) la longitud característica del sólido, 
£, es mucho mayor que la longitud característica asociada a la conducción, y b) el radio 
de curvatura de la superficie en la escala física es, en todos los puntos, de orden unidad 
y, en virtud de a) , al referirlo a la escala asociada a la conducción resulta ser mucho 
mayor que la unidad. 
La primera hipótesis (£c/£ = v <C 1) implica que en el intervalo de tiempo en 
el que tiene lugar la ignición la onda térmica generada por el aumento de tempera tura 
en el contorno penetra en el sólido una distancia pequeña comparada con su tamaño, de 
forma que aquél aparece como infinito. Esto constituye una simplificación importante 
al resolver la ecuación de la conducción del calor para calcular la solución inerte. 
Como consecuencia de la segunda hipótesis {R = 0(1)) la t empera tura inerte 
está determinada en primera aproximación por un problema unidimensional donde la 
curvatura aparece como una corrección proporcional a i / . La ecuación que describe la 
evolución de la tempera tura en la zona de reacción es la misma que en el caso plano 
a excepción de la dependencia de la tempera tura inerte respecto de la curvatura. En 
consecuencia tanto el t iempo de ignición como la distribución de tempera tura conservan 
el orden de magnitud aunque dependen, de forma paramétrica a través de la curvatura, 
de la posición sobre la superficie. 
Este análisis no es válido en aquellos puntos donde la curvatura no sea de 
orden unidad, pues en este caso su efecto se nota a distancias más cortas cuanto menor 
es el radio de curvatura. Así cuando R = O(u) todos los términos de la ecuación de 
conducción inerte (2.11) son del mismo orden de magnitud de manera que la distribución 
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inerte de temperatura no puede considerarse unidimensional. Sin embargo en la ecuación 
correspondiente a la zona de reacción, que suponemos muy delgada frente al espesor de la 
capa de conducción, no es necesario todavía retener derivadas espaciales que contengan 
el efecto de la curvatura. Para que esto ocurra debe verificarse R = G(ye) en cuyo caso 
no sólo la capa de conducción nota el efecto de la curvatura sino que éste llega hasta la 
zona de reacción. La situación límite corresponde a que exista algún punto singular en 
la superficie en el cual la curvatura sea infinita, esto puede identificarse con la presencia 
de una arista en un sólido suficientemente largo o un vértice en un sólido tridimensional. 
En este capítulo analizaremos el proceso de ignición de un sólido cuya su-
perficie tiene una arista determinada por dos planos perpendiculares entre sí. Si se 
verifica la hipótesis a) este sólido puede modelarse mediante un sólido bidimensional 
semiinfinito que, en un sistema de referencia cartesiano, ocupe el primer cuadrante. 
La generalización de este análisis al caso en que los planos no son perpendiculares se 
realizará en el capítulo siguiente. 
En el procedimiento que emplearemos subyacen las mismas ideas del capítulo 
anterior. Las dos principales diferencias que se encuentran en el transcurso del análisis 
y que ahora anticipamos son: 1) la ecuación de la zona de reacción se reduce a un 
problema que presenta cierta analogía con el de Prank-Kamenetskii y que necesariamente 
debe resolverse de forma numérica, pero que al estar libre de parámetros constituye un 
problema universal, y 2) el calor generado por la reacción química no afecta a la zona 
de conducción no estacionaria, situada a continuación de la zona de reacción, debido al 
efecto geométrico que reduce el flujo de calor conforme aumenta la distancia al origen. 
3.2 FORMULACIÓN Y ADIMENSIONALIZACION 
El modelo matemático que describe la conducción de calor en un sólido reac-
tivo bidimensional determinado por f > O y O < 0 < TT/2 cuya temperatura superficial 
aumenta en el instante inicial y se mantiene constante en los instantes posteriores es: 
&T r í a („&r\ i a2ri „ _E/RT /0, , 
T(r,0,0) = To (3.1b) 
T(r,0,<) = r(r ,7r/2, t) = T„ T r(oo,0,t) = 0 (3.1c) 
donde (r, 0) representan coordenadas polares. 
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Las razones para imponer como condición de contorno en el infinito que el 
flujo de calor sea nulo en lugar de que la tempera tura sea nula son análogas a las 
expuestas en el capítulo 2. 
Las propiedades físicas del sólido representadas por p(densidad), cp(calor 
específico) y A (conductividad térmica) se suponen constantes e independientes de la 
temperatura. La reacción química ha sido modelada mediante una reacción global 
irreversible de t ipo Arrhenius de orden cero con factor pre-exponencial B , energía de 
activación E y calor de reacción q constantes. Este último se supone suficientemente 
grande como para poder despreciar, en el intervalo de tiempo en que se produce la 
ignición, el consumo de reactante, cuyo efecto será analizado en el capítulo 6. Las 
temperaturas inicial y superficial verifican Ts > T0 > 0. Desde el punto de vista 
del análisis asintótico haremos la hipótesis usual de energía de activación al ta o, más 
exactamente, E/RTS >• 1. 
Para adimensionalizar las ecuaciones tomamos como variables características 
OÍCPTS 
rr = 
-KqBe~E/RT' 
a\T8 
(3.2) 
1/2 A 
•t 
1/2 
/KpqBe~E/RT» J [pcp 
donde a es un parámetro adimensional de orden unidad definido por a = (Ts — T0)/Ts. 
Aparece otro parámetro adimensional relacionado con la energía de activación definido 
mediante e = RTS/Ea y que consideraremos mucho menor que la unidad. 
Las variables adimensionales se definen como: r = t/tc, r = r/rc y <¿> = 
(T — T0)/(TS — T0) con lo que las ecuaciones y condiciones de contorno adoptan la 
forma: 
dr r dr \ dr) r2 dO2 7r 
¥>(r,0,O)=-O 
y>r(oo, 6, T) = <pB(r, TT/4, r ) = 0, tp(r, 0,-r) = 1 (3.3c) 
El operador de Laplace será designado en lo que sigue mediante A independientemente 
de las coordenadas espaciales que en cada caso se utilicen. Por razones de simetría la 
condición </?(r, 7r/2, r ) = 1 se ha reemplazado por (/?^(r,7r/4, r ) = 0, de forma que el 
dominio de integración pasa a ser r > 0 , 0 < 6 < TT/4. 
1 ip-1 
el + a(tp-l)m 
(3.3a) 
(3.3b) 
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3.3 S O L U C I Ó N I N E R T E 
Si el sólido no fuese reactivo la distribución de temperatura en su interior 
estaría determinada por el problema (3.3) sin término de reacción. La misma ecuación 
es aplicable cuando ip — 1 = 0(1), es decir, cuando la reacción está congelada. Sin 
embargo en ese caso puede ser necesaria una modificación de las condiciones de contorno 
e iniciales como ocurrió en el capítulo previo. La distribución de temperatura inerte, 
(pi, es por tanto solución de: 
§ ? = ^ i (3.4a) 
<Pi(r,0,O)-O (3.4b) 
Mco,t,v)mBrtr,*/*,T)_Qí v ¡ M , r ) = 1 (3.4c) 
Esta puede calcularse mediante varios métodos, por ejemplo, observar que (3.4) admite 
solución de semejanza a través de la variable r/y/r y resolver el problema de contorno 
mediante separación de variables, o bien emplear la función de Green apropiada. En [CJ, 
p.464] se ha resuelto (3.4) utilizando la transformada de Fourier-Hankel y la solución 
que se obtiene es: 
Vi = 1 - ~y -sen2(2¡t + 1)0 e-"j2(2k+1)(sr)— (3.4d) 
siendo «/„(#) las funciones de Bessel de primera especie. Esta expresión es apropiada 
cuando se emplean coordenadas polares y además es fácilmente generalizable cuando 
el ángulo no es 7r/2. El problema (3.4) en coordenadas cartesianas puede formularse 
como: 
V>i(x,y,0) = 0 (3.5b) 
^¿(0, y, r ) = ipfa, 0, r ) = ^¿,x(oo, y, r) = <pi¡y(x, oo, r ) = 0 (3.5c) 
cuya solución, como puede comprobarse, es 
<Pi = 1 - erí(x/2y/^) erí(y/2~y/r) (3.5d) 
La idea intuitiva de que la presencia de la arista reduce el tiempo de ignición 
puede justificarse si se analiza el distinto comportamiento de las soluciones inertes corres-
pondientes al caso uni y bidimensional, ip¡fi y tfi,2- En ambos la distribución inerte de 
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temperatura es solución de la ecuación asociada a la conducción no estacionaria del calor: 
d<f/dr = A<f. Si se utilizan coordenadas cartesianas ambas soluciones pueden escribirse 
de forma compacta mediante la función error <p¡ti = 1 — erf(£) y c/?,-^  = 1 — erf(f) erf(7y) 
donde (£,77) = ( x / 2 V r , y / 2 > / r ) . 
Considerando puntos próximos a la superficie en el caso unidimensional 
( ( < 1) y además alejados de la esquina en el bidimensional (£ <C 1, 77 = (9(1)), a 
part i r del desarrollo en serie de la función erf(x) [AB, p.297] encontramos los siguientes 
comportamientos para </?,-, 1 y tpit2' 
(fiti ~ 1 - 2£ /VTT 
ipi¿ ~ 1 - 2ferf(77)/V7r 
siendo erf(77) = 0(1). En los dos casos la tempera tura cerca de la pared decae lineal-
mente y el gradiente es de orden unidad. Sin embargo en los puntos próximos a la 
esquina (£ <C 1,77 <C 1) el comportamiento de <fi¿ es 
<pi>2 ~ 1 - 4Í77/7T 
de manera que los gradientes de tempera tura son muy pequeños frente a los que aparecen 
tanto en el caso unidimensional como en el bidimensional cuando f ó 77 son de orden 
unidad. 
Existe, por tanto, una región pequeña próxima a la esquina donde la tem-
peratura inerte es aproximadamente constante e igual a la impuesta en la superficie 
exterior. El efecto de la esquina es, en definitiva, permitir que la condición de contorno 
penetre en el sólido generando una región de tempera tura uniforme, a diferencia del caso 
unidimensional en que la tempera tura decae rápidamente. En esta zona de tempera tura 
inerte casi constante la velocidad de reacción es mucho mayor que en el resto del sólido 
y es donde debemos esperar que se produzca el "runaway". Además el t iempo necesario 
para ello debe ser sensiblemente menor que en el caso unidimensional. De hecho, según 
se desprende de la estimación de órdenes de magni tud realizada en el capítulo 1, el 
orden de magnitud del t iempo bidimensional es e veces el unidimensional. 
Si definimos una nueva variable dependiente x¡> mediante íj> = <p — (/?,- el 
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problema (3.3) pasa a ser 
d$ A 7 1 
— = Atp + — exp 
OT 7T 
í(r ,0,O) = O 
1 f/f + t p j - l 
el + a(i¡> + <pi - 1) 
t/v(oo, 0, r ) = ^ ( r , TT/4, r ) = ^(r , 0, r ) = 0, 
(3.6a) 
(3.6b) 
(3.6c) 
3.4 ZONA DE REACCIÓN 
De la estructura del término de reacción en (3.6a) y de las condiciones (3.6b) 
y (3.6c) se deduce que éste sólo interviene cuando <p¡; — 1 = O(e), es decir, en regiones 
muy próximas a la superficie ( r < l ) donde la temperatura difiere muy poco de la del 
contorno. 
Si escribimos <pi dada por (3.4d) o (3.5d) para valores pequeños de r (r = 
y/x2 + y2) haciendo uso del desarrollo en serie de Jv(x) [AB, p.360] ó de erf(a:) [AB, 
p.297], obtenemos un desarrollo para <¿?¿ cuyos dos primeros términos, expresados en 
coordenadas polares, son * 
I r 2 I r 4 
<Pi~\ — sen20 + -sen20 -\ 
7r 2r 24?r r¿ 
Por tanto la zona de reacción puede definirse por la condición r2/r = O(e), lo que 
sugiere emplear f = r/y/r como variable espacial, con lo cual el problema (3.6) se 
escribe de la forma: 
d$ 1 ~dij> 
VK|,0,O) = O 
Atft 4- — exp 
7T 
i y> + ^ - i 
e 1 +
 a ( í + ifi - 1) 
í | (oo , 0, r) •= ^ ( | , TT/4,T) = ^ ( | , 0, r ) = 0, 
(3.7a) 
(3.7b) 
(3.7c) 
Empleando el desarrollo anterior para <p¿ el término de reacción puede escribirse como: 
r 
— exp 
7T 
1 »¿-^g2seii2<? + ^ £ 4 s e n 2 f l + - - -
6
 1 + a (¿?sen2f l - ^b^etOB + •••) 
(3.8) 
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de donde deducimos que en la zona de reacción xp debe ser de orden e y £ de orden y/e. 
Haciendo ip = etp y £ = v ^ f obtenemos: 
7TS a7~ 2aj = Axft + T exp 
V> - |£2sen2fl + j!¡-e£4sen2fl + o(e) 
1 + ae (i/> - ±£2sen20) + o(e) 
<K£,M) = 0 
V>í(cx>,0,r) = ^ ( f ,T /4 , r ) = tf(í,ü,r) = 0 
(3.9a) 
(3.9b) 
(3.9c) 
El primer término de un desarrollo de ip en serie de potencias de e o, lo que es equivalente, 
la función ip en el límite de energías de activación infinitas es solución de: 
1 
AI¡J + r exp i¡> - ^£2sen20 = 0 
^(í,O) = M W 4 ) = ^(oo,0) = O 
(3.10a) 
(3.10b) 
La ecuación anterior muestra que, en la variable £ = r/y/ner, la evolución de la tempe-
ratura en la zona de reacción es cuasiestacionaria. 
s q = 0 
/ Qi 
AV> = 0 \ 
\ qd i 
6 
-
^*> 52 
1 Qo i 
u • 
Figura 3.1 Flujos de calor en la región £ >• 1. 
La condición de contorno en el infinito debería haberse deducido del acopla-
miento entre las soluciones corespondientes a la zona de reacción y a la región exte-
rior donde la reacción química está congelada. Sin embargo es posible justificar que 
T/>É(OO, 0) = 0 es la condición de contorno adecuada. Para ello obsérvese que cuando 
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£ >• 1 la ecuación (3.10) se reduce a la de Laplace excepto en una capa límite próxima 
a 0 = 0 donde (26 = 0(1). Como veremos mas adelante en esta capa se verifica 
xj) = 0(T/£2) y en consecuencia ip^(oo,0) = 0 cuando 6 <C 1. Consideremos la región 
definida por l < 6 < £ < 6 y # o < 0 < * 7 4 con 60 = 0 ( l / f i ) en la cual Atp = 0. 
Aplicando el teorema de Gauss encontramos que el flujo total de calor es nulo. Como en 
0 = 7r/4 también es nulo y en 0 = 6Q es positivo, pues en la capa límite la tempera tura 
es creciente, 52 es menor que </i, es decir 1^(^2)1 < (Z1/62 de manera que ^ ( 0 0 , 0 ) = 0. 
Esta condición es, en definitiva, consecuencia del efecto geométrico asociado a la presen-
cia de la esquina. 
En el apéndice 3.1 se demuestra que el problema (3.10) tiene solución si r , que 
actúa como un parámetro , es suficientemente pequeño y carece de ella si r es suficien-
temente grande. El esquema numérico que emplearemos para resolver (3.10) permitirá 
determinar el valor máximo de r , r /¿m , para el cual (3.10) admite solución y además 
mostrará la existencia de al menos dos soluciones si r < r /¿m . Este valor máximo repre-
senta un límite inferior del instante en que produce la ignición. En r = T/¿m la derivada 
temporal deja de estar acotada, y en consecuencia la descripción cuasiestacionaria de 
la zona de reacción falla cuando ipT = 0(1/e), lo que ocurre antes de llegar a rnm. 
Nótese que en (3.10) el t iempo adimensional, r = t / t c , desempeña el mismo papel que 
el número de Damkóhler en el problema de Prank-Kamenetskii. 
3 .4 .1 So luc ión de l p r o b l e m a (3 .10) p a r a t <C 1 
Considerando valores de r <C 1 obtendremos la solución de (3.10) en instantes 
próximos al inicial cuando la tempera tura tp en todo el sólido no difiere sustancialmente 
de cero. Esta solución servirá de punto de par t ida en el esquema numérico para resolver 
(3.10) y además ilustrará alguna de las características de su solución, en particular el 
comportamiento cuando r —* 0 y cuando r —• 00. 
Cuando r <C 1 i¡) puede buscarse como un desarrollo de la forma i¡> = ru\ + 
r2U2 + ••• , siendo i¿,- = ti,-({, 0), que llevado a (3.1Q) permite obtener los distintos 
problemas lineales para calcular i¿¿. Pa ra el primer término se tiene: 
A « ! + exp ( - f 2 sen20 /2 ) = 0 (3.11a) 
t i i¿(oo, B) =
 ttl(e, 0) = t i M ( f , TT/4) = 0 (3.11b) 
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En el apéndice 3.2 se dan los detalles acerca de la solución de (3.11) mediante 
separación de variables, expresando tíi({,0) como una serie de la forma t¿i({,#) = 
oo 
N / n ( £ ) u ; n ( 0 ) siendo u>n(0) = y8/7rsen2(2n — 1)0. Aunque no es posible obtener de 
n = l 
forma analítica una representación completa de la solución encontramos las siguientes 
características: 
a) En f —• 0 el primer armónico posee una singularidad del tipo f2 ln £ mien-
tras que los demás armónicos son regulares en primera aproximación. Las 
expresiones correspondientes son: 
/i«) = &oÉ2 + J \ / V ln(l/£) + o(í2) 
f
'®m2y/lwhrf+«e) (n-2) 
(3.12) 
donde An = 2(2n — 1) y b0 = .092034... . Esta singularidad es típica de la 
ecuación AIÍ = — 1 y aparece como consecuencia de discontinuidades en las 
condiciones de contorno o de cambios bruscos en la forma del mismo tales 
como una esquina [BL, p.43]. Ya que cerca del origen el problema (3.11) 
puede escribirse como AV> — —T, su solución en términos de ÜI también 
tendrá una singularidad de este tipo. Boyd [BO] señala que el efecto de la 
misma es muy débil y que sólo sería necesario tenerlo en cuenta en el caso de 
que deseásemos obtener gran precisión en la solución del problema. Dado que 
el esquema numérico que emplearemos utiliza diferencias finitas de segundo 
orden ignoraremos su efecto. 
b) En £ —> oo encontramos que el primer armónico decae como lnf/£ 2 mientras 
que los restantes lo hacen en primera aproximación, como l /£ 2 : 
MÍ - OO) = too i + y j l ^ + 0(C2) 
/n(í-oo) = y / f ^ i l + o (r2) (»>2) 
(3.13) 
con ¿oo = .03085.. . . Según veremos más adelante la solución de (3.10) 
presentará un decaimiento análogo pues para f —• oo y t¡) acotada el problema 
se comporta como (3.11) ya que e x p ^ — if2sen20) ~ exp(— |£2sen20). 
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3.4.2 Solución de (3.10^ para r = O(l) 
El problema de autovalores, no lineal y tridimensional (3.10) posee cierta 
semejanza con el problema de Frank-Kamenetskii, denominado de Bratu en otros con-
textos, At¿ + Aeu = 0 definido en el interior del cuadrado de lado unidad con condiciones 
de Dirichlet homogéneas. Su solución es bien conocida y las técnicas empleadas para 
calcularla puede servir de guía para abordar la solución de (3.10). Existen dos diferen-
cias básicas entre ambos, asociadas a la diferente estructura del término no lineal y a la 
no acotación del dominio. 
El término no lineal depende tanto de x/> como de las variables espaciales 
£ y 6 lo que tiene una doble consecuencia. Cuando £ es muy grande éste es expo-
nencialmente pequeño y la ecuación se reduce a la de Laplace, que representa la con-
ducción estacionaria de calor. Sin embargo existe siempre una capa muy delgada donde 
£2sen20 = 0(1) en la cual no es posible despreciar el término de reacción. El efecto 
de esta capa límite es, como vemos a continuación, provocar un salto de temperatura 
en 0 ~ 0 y { >• 1. Por tanto la contrapartida de simplificar la ecuación (3.10) y re-
ducirla a la de Laplace es modificar las condiciones de contorno en 6 — 0 de manera que 
la temperatura deja de ser nula, estando determinada por el salto asociado a la capa 
límite. 
Al tratarse de un dominio no acotado se presenta la dificultad de cómo im-
poner en el esquema numérico las condiciones de contorno en £ = oo. Es evidente 
que éstas deben imponerse en un punto f oo suficientemente grande pero necesariamente 
finito. Por otra parte la condición en £oo no puede ser el resultado de trasladar desde 
£ = oo a £oo la condición i¡>£ = 0. De hacerlo así estaríamos suponiendo que el sólido 
está aislado en £oo, impidiendo, por tanto, que el flujo de calor alcance regiones cada 
vez más amplias (hecho que como hemos visto constituye una diferencia fundamental 
entre el problema unidimensional y el bidimensional) lo que originaría una acumulación 
de calor donde la reacción está congelada y además estaríamos despreciando el calor 
generado por la reacción química en la capa límite situada en { > foo- Por tanto en {©o 
debemos imponer una condición distinta de ^ ( o o , 0 ) = 0 pero que sea consecuencia de 
ésta. 
Cuando se emplean métodos de "shooting" en ecuaciones diferenciales ordi-
narias y el intervalo de integración no está acotado un procedimiento eficaz para im-
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poner correctamente la condición de contorno en \x\ = oo es resolver de forma analítica 
la ecuación simplificada en \x\ ^> 1, con la condición de contorno apropiada en \x\ = oo 
y deducir una relación entre el valor de la función y sus derivadas en un punto XQQ tal 
que 1 <C |xoo| < oo. Esta relación pasa a desempeñar el papel de condición de contorno 
a imponer en Xt» sustituyendo a la condición previa en \x\ = oo. El método aprovecha 
la posibilidad de construir un desarrollo asintótico de la solución cuando |x| >• 1 para 
trasladar la condición de contorno en \x\ = oo a x = XQO. 
Es ta misma idea puede aplicarse en nuestro caso aunque de una forma di-
ferente. El procedimiento que emplearemos para resolver el problema (3.10) con r fijo 
transfiriendo adecuadamente la condición ^ ( o o , 9) = 0 a £oo es parecido en algunos 
aspectos al utilizado por Fornberg [FO] y puede describirse de la siguiente manera: 
a ) Elegimos un valor de £, foo, suficientemente grande para que pueda consi-
derarse que la reacción está congelada (excepto en la capa límite) de forma 
que la ecuación se reduce a la de Laplace. Suponemos conocida ^(£005 0) que 
denominaremos g\(B). 
b ) Determinamos la función V> en £ > £oo, que denominaremos ipext, resolviendo 
el problema (3.10) en la región exterior (£ > £oo) con las condiciones de 
contorno (3.10b) más la condición de Dirichlet il>ext(£<x>,6) — 9i(^)- De la 
solución deducimos f(0) = dipext(£oo>>Q)/d£ lo que constituye una relación 
entre f(0) y
 Ql(0). 
c) A continuación calculamos \¡> en la región interior (0 < £ < £00)5 ifrint-, con las 
condiciones (3.10a) excepto ^ ( 0 0 , 0) = 0 que es reemplazada por la condición 
de Neumann d^m*(£oo,0)/df = / ( # ) , obteniendo g2(0) = V'intCíoo,^), que 
depende de f(0) y, por consiguiente, de gi(0) 
d ) Finalmente tenemos en cuenta las condiciones de acoplamiento entre las solu-
ciones interior y exterior que pueden expresarse como: 
tl>int(£oo,0) = ^ext{íoo->^) (continuidad de la tempera tura) 
f ° ' — _ °°'—^ (continuidad del flujo de calor) 
La segunda se verifica puesto que ha sido utilizada en c). Si se verifica 
también la primera se ha localizado ya la solución. Si, como es de esperar, 
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esto no ocurre procedemos a resolver de nuevo el problema exterior utilizando 
para la condición de Dirichlet la función #2(0). De esta manera se genera un 
método iterativo que finaliza cuando la norma de gi(0) — #2(0) sea menor que 
un error predeterminado. Aparentemente es necesario que el problema exte-
rior admita solución analítica o semianalítica, sin embargo hay que tener en 
cuenta que la única información que necesitamos obtener es el flujo de calor 
que debe llegar desde la región interior para que se verifique i¡>z(oo,0) = 0 
cuando la temperatura en £ = £00 es g\{B). Nótese que este requerimiento es 
análogo al que se encontraba en el caso unidimensional. El flujo de calor f(0) 
puede calcularse mediante un procedimiento analítico o numérico, lo funda-
mental es que éste permita imponer correctamente la condición t/>£(oo, 0) = 0. 
3.4.3 Solución de (3.10) cuando ( > 1 
Consideremos £ ~ £oo >> 1 y llamemos rj — £/£<», en esta variable el problema 
(3.10) se escribe como: 
AV> + Tile exp ^ - 5&772sen20 = 0 (3.14a) 
V>(r>,0) = Mr?, ir/4) = « 0 0 , 0 ) = 0; ^(1,0) = g(0) - (3.14b) 
Solución exter ior 6 ~ O(l) 
Si suponemos que 0 ~ 1 y efectuamos en (3.14) el límite £oo —» 00 el término 
no lineal tiende a cero exponencialmente. 
Consideremos para t¡> un desarrollo de la forma 
V> = »i(U)Ui(v,0) + /¿2(íooXMr?,6>) + ' (3-15) 
con Ui{r¡,0) de orden unidad, de manera que se verifique 
lim ^+*(£~)
 = o (¿ = l , 2 r - ) (3.16) 
Éoo—OO ^ ¿ ( £ 0 0 ) 
Al llevar (3.15) a (3.14) y tener en cuenta (3.16) se obtiene la siguiente colección de 
problemas para Í7t: 
AUi = 0 (3.17a) 
Uit»(v, T / 4 ) = CMoo, *) = °> ^ ( 1 , *) = 9iW (3.17b) 
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siendo gi{9) los coeficientes del desarrollo de g(6) análogo a (3.15). Las condiciones en 
8 = 0 se deducen del acoplamiento con la solución en la capa límite. 
Solución interior ^ < C l 
El término no lineal de (3.14) se anula cuando foo —• co excepto en una capa 
delgada donde en la cual f^fl = 0(1) y que está situada en torno a 6 — 0, es decir, 
muy cerca de la superficie del sólido. El espesor de la misma es del orden de 1/foo y va 
siendo más delgada a medida que nos alejamos de la esquina. 
Para el análisis de esta capa la variable apropiada es x = f2o#, con lo cual 
(3.14) es: 
P* Id* & ,2 
Escribiendo para x¡) un desarrollo de la forma: 
^ - -¿too-n s e n — 
z
 Soo 
= 0 
V> = v\{íco)Vi(ri,x) + ^(íoo)V2(i?,.a:) + vz{too)Vz{r¡rx) + 
(3.18) 
(3.19) 
con lim Vi+i(£oo)/vi(£<x>) = 0, que llevado a (3.19) y teniendo en cuenta el desarrollo 
de la función seno da lugar a las siguientes ecuaciones para Vi, Vi y V3: 
Soo 
0{v2) = ¿- : 
Soo 
Soo 
*£«-"-
?7¿ ere 2 
1 d2V3 d2Vi 1 avi 
r?2 dx2 dr¡2 r¡ dr¡ 
(3.20) 
V2 2 
—r¡x 
= 0 
Todas las funciones V¡ dependen de r¡ de forma paramétrica debido a que en el interior 
de la capa límite sólo intervienen las derivadas normales. En las condiciones de contorno 
para V¡ no intervienen las relativas a r¡ de manera que las ecuaciones anteriores deben 
resolverse con la condición V¿(*?> 0) = 0. Las soluciones para Vi y V2 son: 
V1(r),x)=A1r,2x + ^(l-e-'>'1) 
V2(ri,x) =A2r¡2x - A1rxe~" *+ 
siendo Ai y A2 funciones de 77 a determinar. 
(3.21) 
54 
Acoplamiento de ambas soluciones 
De acuerdo con [KC, p.9] el acoplamiento entre ambas soluciones supone 
definir una variable intermedia Ba e imponer la condición de que, manteniendo B„ cons-
tante, las dos soluciones coincidan cuando ^ —*• oo. Más exactamente debe verificarse: 
6e fijo 
para n = 0 ,1 ,2 , . . . . La variable intermedia Ba se define como Ba = Ba donde a es tal 
que 1 < ( J < ^ y la variable x se expresa como x — B^t^/a de manera que cuando 
Bc permanece constante y {<*, —• oo entonces x —• oo y B —» 0. 
Para realizar el límite anterior es necesario encontrar expresiones para la 
solución interior y exterior cuando x —+ oo y B —> 0, respectivamente. De (3.21) se 
deduce: 
T 
x —» oo : Ví(?7,x) = Air] x H—- + t.e.p 
,2 
x —> oo : V2(r),x) = A2r}2x+ '**' + TI? + t-e-P-
La solución exterior puede escribirse cuando 0 —• 0 como: 
(3.23) 
*-W{^,0)+5íMí + . . . } + w { % ( I f l O ) + ^ 2 i í + . . -} + ... (3.24) 
Escribiendo (3.23) y (3.24) en función de 0^ y llevando estas expresiones a 
(3.22) se deducen las siguientes condiciones: 
n = 0 lim /¿i = 0 
n = l /ii = l / í L ^i(^ ,0) = ^ - , A 1 = 0 (3.25) 
La solución en la capa límite puede, por tanto, escribirse como: 
* - ¿ * (-•*•)• 
77, ir» m <r2 / 3 , 1 _ , M 
+ o(C4) (3.26) £4 
soc 
x ^ 0 ) ri/3_e_,, l£_v; 
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La solución exterior está determinada por los siguientes problemas: 
Atfi = 0 
tfi(M)-0i(W = tfi(i7,O)--j = > 
T 
Uh9(rl,*/4)=i?U1,n(oo,9)=0 
Ir2 
U2(l,9)-g2(9) = U2^0)- — = } 
u2Av,*/4) = u2tV(oo,e) = o 
(3.27a) 
(3.27b) 
En lo que sigue retendremos únicamente el primer término del desarrollo de 
ambas soluciones para ser coherentes con (3.10) donde despreciábamos los términos de 
orden e cuando \¡> era de orden unidad. Obsérvese que el término de reacción en (3.9) 
se hace exponencialmente pequeño cuando £2 es de orden 1/e. Por tanto los términos 
de orden e en (3.10) darían lugar ahora a términos adicionales dé orden e2 ~ l/{¿, . 
En las condiciones de contorno para el problema (3.29) el valor de la tem-
peratura en la pared no es nulo sino igual a r/f2, que representa el incremento de 
temperatura generado por la capa límite y*que en la escala de la región exterior aparece 
como una función escalón. 
El apéndice 3.3 recoge los detalles del proceso de resolución del problema para 
U\. Este puede abordarse mediante técnicas de separación de variables o mediante la 
función de Green. El primer método, más útil desde el punto de vista numérico, supone 
realizar un análisis de Fourier y proporciona la solución como una serie de funciones. El 
principal inconveniente del segundo método es la complejidad de las integrales dobles que 
definen la solución. Si bien no es posible obtener la solución analítica para U\ utilizando 
la función de Green si puede calcularse la expresión de dUi(l,B)/dr¡ que, como hemos 
señalado antes, es la única información necesaria. Por esta razón emplearemos este 
último procedimiento. A continuación expondremos las líneas generales de la resolución 
de: 
AUi = 0 
WM)-JlW = %0)-j=: (3.28) 
Ull9(rl,7c/4) = Ultrl(oo,B) = 0 
56 
en el dominio ]1, oo[x]0,7r/4[, donde g\(0) es una función conocida que depende parame'-
tricamente de r . 
Haciendo F = U\ — r/r)2, (3.28) se transforma en: 
A F = - 4 T / T 7 4 
F(l,e)-g1(e) + T = F(rlrO) = 
F$(ri,*/4) = Fn(oo,8) = Q, 
Descomponemos F en F\ -f F2 cada una de las cuales verifica 
AFi = 0 
F1(l,0)-g1(6) + T = F1(ri,O)= > 
Flt$(ri,ir/4) = Fltn(oo,6) =0 á 
AF 2 = - — 
T 
F2(l,e)=F2(r),0) = 
F2,e(rj,*/4) = F2,v(oo,6) = 0) 
(3.29) 
(3.30) 
(3.31) 
El problema (3.30) puede resolverse fácilmente mediante separación de varia-
bles para dar: 
8 Fi = J2 \J-an(T)r)Xnsen\n0 (3.32) 
7 1 = 1 
siendo 
A„ = 2 ( 2 n - 1 ) , a n ( r ) = y ^ / {9l (0) - r} sen\n6 d9 (3.33) 
Obteniéndose: 
Fitf¡ — —y — ¿^ ^nCLnseiLXn0 (3.34) 
n = l 
El problema (3.31) se resuelve utilizando la función de Green correspon-
diente al dominio ]1,00 [x [0,7r/2] con condiciones nulas de Dirichlet en el contorno y de 
Neumann en 77 = 00. El resultado que nos interesa es: 
4T 
F2,n(l,B) = —(sen20 ln(2sen20) - 20cos20 - ?rsen20) 
7T 
(3.35) 
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Con lo cual, teniendo en cuenta que fii = l/f2» y r¡ — £/foo, se obtiene: 
di — 2_^ ^nO>n senAn0+ 
n = l 
1 + 2sen2<9 + - (20 eos 20 - sen201n(2sen20)) 
7T 
(3.36) 
En la segunda parte del apéndice 3.3 se ha resuelto (3.51) mediante separación 
de variables para, de esta manera, poder encontrar el comportamiento asintótico de i/>. 
Como era de esperar éste coincide con el del problema lineal, es decir, ift decae como 
ln£/{2 cuando f —* oo. 
3.4.4 Solución de (3.10^ v determinación del valor máximo de r 
Una vez calculada la función f(0) = dipext(£00,6)/d£ dada por (3.36) el 
problema (3.10) puede reformularse como: 
A ^ + r exp x¡> - |{2"sen20 = 0 (0<t<U) (3.37a) 
iKÉ, 0) = V*(í, »/4) = ^( íoo, 9) - f(9) = 0 (3.37b) 
Nótese que la última de las condiciones (3.37b) es, en definitiva, una relación entre 
V (^£oo5 0) y ^{íoo-,9) a través de los coeficientes an que intervienen en (3.36). De esta 
forma (3.37) es el problema equivalente a (3.10) pero definido en un dominio acotado. 
Este problema es no lineal tanto en la ecuación como en las condiciones de contorno y 
tiene que abordarse necesariamente mediante métodos numéricos. 
Como se ha demostrado en el apéndice 3.1 el problema (3.10) carece de 
solución si r es mayor que un cierto r/ITn. Nuestro objetivo ahora es determinar este 
valor y obtener la solución inferior. Este aspecto es común al problema de Frank-
Kamenetskii y ha sido ampliamente analizado en [BO]. 
Una forma de describir la dependencia de la solución */>((, 0) respecto del 
parámetro r es obtener la función | | ^ | | ( T ) , donde ||^|| representa alguna norma apro-
piada para i¡> y que aquí adoptaremos, por simplicidad, | | / | | = ||/||oo = SUP I/I- Dado 
x€íí 
que el problema (3.37) es no lineal un procedimiento para resolverlo es emplear el 
método de Newton-Kantorovich [BL, p.211]. Si designamos por G[ip,r] al operador 
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Az/> + r e ^ - ^ 2 s e n 2 ^ y por G ^ , r ) ; ¿</>] al operador lineal A6i/> + re^-^2sen2eStp la 
secuencia de problemas lineales que resuelve G = 0 para r dado es: 
con V>i+1 = V>*' + Si/t* e i = 0 ,1 ,2 , . . . . 
El principal inconveniente de este método es la necesidad de disponer de una 
aproximación inicial rp° suficientemente buena para comenzar el ciclo de iteraciones. En 
caso contrario el método diverge. Esto conduce a los métodos de continuación en los 
que se par te de una solución conocida (V>o, T0) que se usa como aproximación inicial if>° 
para calcular la solución en TI = T0 + 8T, donde Sr es un incremento suficientemente 
pequeño. Repitiendo este proceso puede calcularse V5 en cualquier valor de r . E n nuestro 
caso comenzaríamos en r 0 < 1 y ^ 0 se obtendría a par t i r de la solución del problema 
lineal. Puede mejorarse la convergencia si determinamos la derivada ?/>0jr y tomamos 
como aproximación inicial ip° = ip0 + I¡)0,T8T en lugar de x¡)tí. 
En cualquier caso este procedimiento no permite determinar con precisión 
el valor de T/¿m pues, por una parte , si TJ es tal que Tj < r/¿m < TJ + 6T = Tj+\ el 
método no converge en T J + I pues el problema carece ya de solución y, por otra, el punto 
correspondiente a r/¿m es un punto límite debido a que la función | | ^ | | ( T ) es multivaluada 
y en consecuencia i¡)T deja de estar acotada en él, con lo cual si T + 8T es menor pero muy 
próximo a r/¿m las aproximaciones iniciales que obtenemos podrían no se suficientemente 
buenas para lograr la convergencia. 
Para solventar este inconveniente se han desarrollado métodos de conti-
nuación basados en utilizar el parámetro longitud de arco de la curva ( | | ^ | | , T ) como 
parámetro de continuación, por ejemplo [BC], [CK] y {KE]. Boyd [BO] h a utilizado otro 
método que denomina intercambio de parámetro. Consiste en observar que aunque la 
función llallí7") e s multivaluada su función inversa T(HV'II) es univaluada lo que sugiere 
considerar como parámetro \\ip\\ en lugar de r , pasando r a ser una incógnita del pro-
blema. Dado un valor de H^H = a y unas aproximaciones iniciales tyv y T " , la función 
i¡)¡ cuya norma es a , y el valor de r que verifican (3.37) se determinan a través de 
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8%¡)v = i¡) — i¡)v y 8rv = r — TV, mediante la secuencia de problemas lineales: 
srie, o) = ^ ? ( Í , V4) = ^(íoo, e) = o 
W + SipW^a 
(3.38) 
donde 
G ^ M = At i>+Vexp 
1 
V - ;r£2sen20 w 
GvT[u] = exp r - ^Í2sen20 u (3.39) 
Gv = A ^ " + rv exp tf" - Í£2sen20 
Este es el método que emplearemos pues es de implementación más simple que los 
anteriores. 
Tomando como nuevas variables independientes x e y definidas mediante 
£ = esx — 1 y 9 = 7ry/4 con 5 = ln(l + £<») el dominio ]0,£<x>[x]0, fl"/4[ se transforma en 
el cuadrado de lado unidad. En él apéndice 3.4 se describe el proceso de discretización 
de (3.38) que conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales: 
V vT -r ) { 6T> ) = V r" / (3'40) 
El significado de cada uno de los términos en (3.40) está explicado en el apéndice 3.4, 
pero de manera muy general podemos decir que la matriz pentadiagonal B*,u está 
asociada al operador —Gil, los vectores — F*,v y R*,v a los operadores — GVT y Gv res-
pectivamente, el vector vT y los escalares — / " y rv son consecuencia de la condición 
\i\)v + ¿V^H = a y SXV es el vector formado por las incógnitas 6i¡)v en cada punto de la 
malla. 
El sistema (3.40) podría resolverse mediante el algoritmo propuesto por 
Keller [KE, p.377]: 
1. Resolver B*>vp = R*>" y B*'vq = -F*>" 
2. Calcular 8rv = (r" - vT • p ) / ( - / " - vT • q) (3.41) 
3. Calcular 8XV = p - 8rv q 
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Para ello sería necesario factorizar la matriz B*,u, lo que, teniendo en cuenta su tamaño 
y aún empleando métodos adaptados para matrices banda, requiere un gran esfuerzo 
computadonal. Ademas calcularíamos la solución exacta de (3.40) que, como indicamos 
más abajo, no es necesario. 
Dado que la matriz B*'v es tridiagonal por bloques, siendo los de la diagonal 
principal tridiagonales y los restantes diagonales, es muy apropiado el empleo de métodos 
iterativos como LSOR [BL, p.385], [LP, p.418]. Siguiendo la idea de los métodos ADI 
cada iteración es realizada en dos etapas: primero se resuelve por filas, considerando 
únicamente los puntos de la malla con y = constante, y posteriormente por columnas 
(x = constante). De esta manera se consigue que las condiciones de contorno en x = 0 y 
x = 1 sean tratadas de igual forma que las correspondientes ay = 0 e y = l . El algoritmo 
resultante es empleado más como "suavizador" que como "resolvedor" pues según señala 
Ames [AM, p.397] no es rentable efectuar un gran número de iteraciones interiores 
(asociadas al algoritmo para resolver el sistema de ecuaciones) que proporcionen una 
solución muy precisa de (3.40), pues ésta se modificará inmediatamente en la iteración 
exterior (asociada al método de Newton para resolver la ecuación no lineal (3.37)) 
cuando se considere X " + 1 = Xv + SXV y se proceda a calcular 6XV+1. 
Si identificamos los distintos valores del parámetro de continuación a = ||^ >|| 
mediante el subíndice k y los resultados de las iteraciones exteriores mediante el su-
períndice */, el esquema del método seguido para resolver (3.10) es: 
1.- "Predictor" inicial. Se resuelve el problema lineal (3.11) para la variable 
u =^  rft/r con las condiciones (3.37b) considerando f\ = O.Se determina T° 
tal que ||^j || = OL\ y se calcula x¡>° = Tiui de donde se deduce la función g°. 
Mediante (3.36) se calcular / f como resultado del problema exterior. 
2.- "Corrector". Con if>%, r¡¡ y f¡¡ se resuelve el problema interior que consta de 
una iteración exterior que genera un sistema del tipo (3.40) como consecuen-
cia del método de Newton y cuatro interiores para resolver mediante LSOR 
el sistema (3.40). Con los resultados fpl+1y <£+1 y <7¿+1 se determinan los 
coeficientes an definidos en (3.34) y se obtiene a partir de (3.36) la función 
rv+l 
Jk 
3.- "Test de convergencia". A continuación se realiza un test de convergencia 
sobre R"*1 y # + 1 - f¡; en la forma | | ^ + 1 | | < eR y \\f¡+1 - f¡\\ < ef. Si es 
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negativo se considera la solución calculada como el nuevo "predictor" para 
*l>k y Tki y con v — v -f 1 se vuelve a la etapa 2. Si es positivo se toma 
Qtk+i = ajb + Aa, se determinan los "predictor" V'ít+i? ^l+i Y fk+i utilizando 
las soluciones anteriores y con k = k + lyv = 0se vuelve a 2. 
3.5 RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
Una vez resuelto el problema (3.37) para distintos valores de ||*0||oo se dispone 
de la relación entre r y ||^||oo <lue s e muestra en la figura 3.2. De ella puede deducirse el 
valor máximo de r, r/,m, para el cual existe solución. Este puede considerarse función 
de los parámetros que ha sido necesario fijar para construir la solución numérica: el 
radio f <» en el cual se imponen las nuevas condiciones de contorno y la malla empleada. 
foo debe elegirse de manera que al resolver (3.10) cuando £ >> 1 se obtenga una aproxi-
mación adecuada reteniendo el primer término del desarrollo en potencias de 1/fJo ^ e 
las soluciones exterior e interior. Al mismo tiempo interesa que £oo sea el más pequeño 
posible compatible con la condición anterior para que los gradientes en la parte de capa 
límite situada en f < £oo y, por tanto, interior a la malla no sean excesivamente grandes. 
La figura 3.3 representa la variación de r/¿m con £oo para distintas mallas*. Se observa 
que para &» > 15 el valor de 77
 t m depende solamente de la malla y no de foo. Para 
eliminar esta dependencia podría pensarse en utilizar algún tipo de extrapolación, por 
ejemplo de Richardson [BL, p. 76], [FLT, pp. 90], para encontrar el valor asintótico de 
Tnm cuando el tamaño de la malla tiende a cero. Sin embargo esto no es posible pues 
debido a que se emplea una malla no uniforme el orden del error de discretización es 
desconocido aunque puede considerarse intermedio entre h y h?. Un procedimiento para 
determinar cotas superior e inferior de r¡im(h = 0) puede ser el siguiente: si el método 
fuese de primer orden Tnm(h = 0) = 2r/¿m(/i/2) — T¡¡m(h) -f ü(h2), mientras que si fuese 
de segundo Tnm(h = 0) = (4r/¿m(/i/2) — r/¿m(/i))/3 + G(h4). A partir de los resultados 
correspondientes a las mallas de 100 x 100 y 50 x 50 se encuentra T¡¡m(h/2) = 2.54609 
y THm(h) = 2.54479. Mediante las expresiones anteriores los valores extrapolados son: 
2.5474 y 2.5465, de manera que podemos tomar: 
r¡im = 2.547.. . 
El incremento de temperatura máximo que aparece en el curso del proceso es: 
|W|eo(Tfcm) = 1 . 4 2 . . . 
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que tiene lugar en un punto situado en 6 = 7r/4 y £ = 1.48.... Este incremento de 
temperatura es muy aproximadamente igual al que se obtenía en el análisis del caso 
unidimensional (21n2 ~ 1.39...). 
La figura 3.4 representa un aspecto general de la función \¡> — ^ />(£, 9, r) para 
0 < 0 < 7r/4 y distintos valores de r hata llegar a r/¿m y la figura 3.5 los perfiles de 
temperatura correspondientes a ^ = 20 en la que se aprecia claramente la capa límite 
cuyo espesor es del orden de .01. Las figuras 3.6, 3.7 y 3.8 muestran a los perfiles 
de temperatura correspondientes a 0 = 7r/4. La primera representa el incremento de 
temperatura respecto de la inerte. Se observa como el aumento más importante se 
produce a partir de r = 2. El punto en el cual se alcanza el máximo incremento está 
prácticamente fijo aunque en realidad se desplaza lentamente hacia el exterior (para 
r = .5 está situado en f = 1.51 mientras que en r = r/¿m está en £ = 1.48). En la figura 
3.7 se han dibujado las gráficas de la temperatura adimensional (p = 1 -f i¡> — £2/2 así 
como la gráfica de la temperatura inerte. Para cada valor de r existe un punto en el 
que <p alcanza un valor máximo mayor que la unidad. La posición de cada máximo está 
determinada por la ecuación ¿ty>(£,7r/4, r)/d£ = f. Mediante (3.12) puede demostrarse 
que para r < l está situado en £ ~ exp [—•j (^ + a)] siendo a = 11/127T — 4b0y/2/ñ. 
Conforme trascurre el tiempo se desplaza hacia el interior de forma que en r = r/¿m 
se encuentra en 1.08 . . . . La figura 3.8 es análoga a la anterior salvo que la variable 
independiente no es £ sino la variable física £ \ / T = r/yfirs, lo que permite apreciar el 
avance de la onda térmica. 
Otra magnitud de interés es el flujo de calor a través de la superficie. En 
ausencia de reacción está determinado por q¡ = — 4 ^g ' = f. Al incorporar el efecto 
de la misma la expresión es q = £ — i-gjf. El término — í ¿|' ' , que representa el 
flujo de calor debido a la reacción química, es nulo en el origen y tiende a —1/£ cuando 
£ —> oo según se desprende de la solución de la capa límite. Existe un valor de f, £9 
que depende de r , para el cual se verifica q = 0, de manera que en 0 < £ < fg es q < 0 
mientras que para £ > £q es q > 0. La ecuación para determinar £q es di/>((, 0)/<9£ = f2, 
que para r < l tiene como solución £9 = exp [—^ ( J — a')] con a' — 2/3TT + 4b0y/2/w. 
Las figuras 3.9 y 3.10 representan, respectivamente, el flujo de calor debido a la reacción 
química y el flujo de calor total. 
Al comparar resultados del análisis del caso unidimensional la primera con-
clusión que puede extraerse es el importante papel que desempeña el efecto geométrico 
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asociado a la presencia de la esquina. Por una parte concentra el flujo de calor en la 
misma haciendo que la temperatura en la zona de reacción sea casi constante, siendo este 
hecho suficiente para cambiar el orden de magnitud del tiempo de ignición. Y por otra 
difunde de manera más eficaz hacia el interior el calor producido y como consecuencia 
no altera la zona de conducción no estacionaria. 
Pueden señalarse otras dos diferencias. La temperatura dada por la solución 
cuasiestacionaria en la zona de reacción del caso unidimensional nunca excede el valor 
impuesto en la superficie. Ahora ocurre al revés: para r > 0 existe siempre una región 
en la cual tp > 1. Esta es cada vez mas amplia según se observa en la figura 3.7 ó 3.8. 
Respecto del flujo de calor en la superficie puede realizarse una consideración similar. 
En la zona próxima a £ = 0 el flujo de calor es negativo, es decir, de la zona de reacción 
hacia el exterior, y en el resto es positivo. En el caso unidimensional el flujo de calor 
es siempre positivo, de manera que en la teoría de Zeldovich el instante en que el flujo 
de calor se anula se identifica con el instante de ignición. El valor de r/ im que se ha 
obtenido debe entenderse como un límite inferior para el tiempo de ignición. Como ya 
hemos señalado el modelo representado por el problema (3.10) deja de ser válido antes 
de alcanzar r/¿m, pues el término 7rerxpr de (3.9) llega a ser de orden unidad. El efecto 
de retener este término puede considerarse equivalente a la existencia de sumideros de 
calor distribuidos por todo el dominio. Su presencia tiende a disminuir la temperatura 
reduciendo el efecto del término de Arrhenius y permitiendo que exista solución para 
tiempos mayores que r/¿m. Nótese además que el efecto de sumidero ó pérdida de calor 
es tanto más importante cuanto mayor se ^ r , es decir cuanto más cerca estemos del 
instante en que se produce la ignición. En el apéndice 3.5 se ha realizado el análisis de 
esta última etapa en la cual los efectos no estacionarios representados por 7reripT no son 
despreciables, su inclusión supone una corrección en T/¿m del orden de s ' . 
El tiempo de ignición dimensional puede calcularse a partir del tiempo carac-
terístico definido en (3.2) obteniéndose: 
_
 eE/RT. , £ X 
i
'*
D
~
TUm
*(qB/cJ.)\ - Tj 
de donde se deduce inmediatamente que los factores que aumentan el tiempo de ignición 
son la energía de activación, el calor específico y la diferencia entre la temperatura 
superficial y la inicial, mientras que el calor de reacción, el factor de frecuencia y la 
temperatura superficial lo disminuyen. 
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Igualmente es fácil encontrar la relación entre el tiempo de ignición tridi-
mensional y el que correspondería a la situación con idénticos valores de todos los 
parámetros. A partir de (3.2) y (2.48) se tiene: 
tig,2D = ^Tlim£Íig,lD 
habiéndose tomado D = 1 en (2.48). 
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Figura 3.4.a Incremento de temperatura en r = 1.0. 
Figura 3.4.b Incremento de temperatura en r = 2.0. 
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Figura 3.4.c Incremento de temperatura en r = 2.5. 
Figura 3.4.d Incremento de temperatura en r = r/j, 
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Figura 3.5 Incremento de temperatura en f oo = 20 y distintos valores de r . 
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Figura 3.6 Incremento de temperatura en 6 = 7r/4 y distintos valores de r. 
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Figura 3.7 Temperatura en 6 = TT/4 y distintos valores de r en función de la variable 
de semejanza. 
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Figura 3.8 Temperatura en 0 = TT/4 y distintos valores de r en función de la distan-
cia al origen. 
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Figura 3.9 Flujo de calor en 9 = 0 generado por la reacción para distintos valores 
de r. 
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Figura 3.10 Flujo de calor total en 6 = 0 para distintos valores de r . 
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APÉNDICE 3.1 
EXISTENCIA DE SOLUCIÓN PARA EL PROBLEMA (3.10^ 
Consideremos el problema: 
Au -f A exp u — -r2sen20 
2 = 0 (A.3.1.1) 
u(r,0) = w(r,7r/2) = u r(oo,0) = 0 
definido en el dominio Q, =]0, OO[X]0,TT/2[ con A G 
Obsérvese en primer lugar que cuando r —• oo la ecuación se reduce a la 
de Laplace cuyas soluciones que verifican t¿r(oo,0) = 0 verifican igualmente u(oo,0) = 
0. Y recíprocamente, las soluciones de Au = 0 con w(oo, 9) = 0 verifican asimismo 
u r(oo,0) = 0. En consecuencia el estudio de la existencia de solución para el problema 
(A.3.1.1) puede efectuarse a través del problema análogo con condiciones de Dirichlet: 
Aw + A exp 2 = 0 en ü 
u = 0 en díl 
(A.3.1.2) 
Para ello recurriremos a los principios del máximo para ecuaciones elípticas 
en dominios acotados (Hopf) y no acotados (Phragmén-Lindelof). 
Consideremos el problema lineal: 
Aw + A/(r, 0) exp - - r 2 s e n 2 0 2 = 0 en ü (A.3.1.3) 
u = 0 en dQ, 
donde / es una función estrictamente positiva y acotada en Í2. El teorema de Phragmén-
Lindelóf [PW, p.94] asegura que u es no negativa. La solución de (A.3.1.3) puede 
buscarse como límite de la siguiente sucesión de problemas lineales: 
Aun + A/(r, 0)exp u r2sen2# 
2 
= 0 en Dn =]0, n[x]0, TT/2[ 
un = 0 en dDn 
(A.3.1.4) 
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Mediante el principio del máximo [PW, p.61] obtenemos: 
0 < 1*1 < ^2 < . . . < un < 
pues 
(i) Aw„ < 0 en £>n y u n = 0 en d-Dn y, por tanto, wn > 0 en D n , y 
(ii) A(i¿n+i - u n ) = 0 en Dn y (tt„+i -1¿„) > 0 en dDn y, por tanto, i¿n + 1 > un 
en D n . 
La función <¡¿>(r, 0) definida en fi mediante 
<¿>(r, 0) = Xk i — í 1 - exp 
siendo k > / ( r , 0) en Í2, verifica 
- - r 2 s e n 2 0 2 4- - sen20 1 (A.3.1.5) 
(i) Aip -f Xk exp - - r 2 s e n 2 0 2 
4Afc (l + z ) e - * / 2 - l + Í a: < 0 
(ü) 0<<¿><-^Afc 
(A.3.1.6) 
donde x = r2sen2#, que junto con (A.3.1.4) permite escribir: 
A(un-<p) + X(f(r,6)-k)exp - - r 2 s e n 2 0 2 > 0 e n D n 
un — (p < 0 en r 
siendo T = dDn — {r = 0} pues c¿> no está definida en el origen. La falta de continuidad 
de <p en DnUdDn impide aplicar el principio del máximo en la forma establecida en [PW, 
p.61] siendo necesario recurrir al principio de Phragmén-Lindelof [PW, pp.97-99] que, 
imponiendo restricciones al crecimiento de la función, permite extender los principios del 
máximo a dominios no acotados y a dominios acotados cuando las condiciones de con-
torno no están totalmente especificados. Mediante éste y la función w(r) = log(2n2/r2), 
la condición para que un — ^ < 0 en íí puede escribirse como: 
lim inf 
r-*0 
sup ( l i n - < j p ) 
O<0<7r/2 
w(r) < 0 
Teniendo en cuenta que 0 < (fi < (ll/18)Afc y que para r —+ 0 es un < Xkr2 log(l/r) 
pues Ai¿„ > —Xk es fácil comprobar que el anterior límite es nulo, con lo cual <p > un 
en Q.. 
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Para demostrar que si A es suficientemente grande el problema (A.3.1.2) 
carece de solución considérese la función <p — \r2 sen20e~r I2 que verifica: 
(i) </? > 0 en O 
(ii) (p = 0 en dü 
(iii) A(p = ir2sen20(r2 - 6 )e _ r 2 / 2 = (r2 - 6)<p 
¿i 
es tal que 
A<p + \we-*r2*™29 = <pe-±r7»**2e ( A 0 - (6 - r 2 )e* r 2 8 e n 2 ' ) 
> ( ^ e ~ ^ 2 ^ 2 ^ (A 0 - (6 - r 2 )e r 2 / 2 ) > 0 
si A0 > max ( 6 - r 2 ) e r /2 = 2e2 
0<r<oo 
Si u es solución acotada de (A.3.1.2) la segunda identidad de Green establece: 
/ ipAu = / uAip 
JQ JQ 
y en consecuencia 
— / <pexp u — -r2sen20 = / uAip > — I u\o<pe 2 
Jn L 2 J JQ JQ 
-* r 2 sen0 
es decir: 
/ 
Jo. 
A / ípexp u —-r
2
 sen20 < A0 / ií<¿>exp — - r 2 sen20 2 J " L L 2 
que al ser eu > t¿ es imposible si A > A0. 
Por tanto si A > 2e2 el problema (A.3.1.2) carece de solución acotada. 
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A P É N D I C E 3.2 
SOLUCIÓN DEL PROBLEMA LINEAL (3.11) 
Consideremos el problema de Poisson: 
d2 u du d
2\ 
+ r— + = —r exp - - r
2 s e n 2 0 2 dr2 dr d92 
u(oo,Q) = ti(r,0) = ií^(r,7r/4) = 0 
(A.3.2.1a) 
(A.3.2.1b) 
Sea i¿(r; 6) una función que a cada r £ [0, oo[ le hace corresponder una función f(6) 
definida en [0,7r/4] que verifica /(O) = /^(7r/4) = 0. Más exactamente: 
ti(r;0): [0,oo[-* V (A.3.2.2) 
siendo 
V = {/ € ¿2 (0, J) , /' € X2 (0, j ) ,/(0) = / ' (T/4) = O} , (A.3.2.3) 
Sea la sucesión de funciones (w„) G V definida mediante: 
w „ M = \/-sen\n0 (A.3.2.4) 
con An = 2(2n —1), que, evidentemente, constituye una base ortonormal de V. Respecto 
de esta base la función u puede expresarse como: 
«(r;í) = J]üB ( rWí) (A.3.2.5) 
n = l 
llevando esta serie a (A.3.2.1) y teniendo en cuenta que, a partir de la definición de V, es 
uniformemente convergente se obtiene la siguiente colección de ecuaciones y condiciones 
de contorno para cada vn(r): 
r 2 < + rv'n - A>„ + r2gn(r) = 0 
v»(0) = Vn(oo) = 0 
(A.3.2.6a) 
(A.3.2.6b) 
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donde 
9n(r) = i w„(0) exp (-ir2sen2<9 J ¿0 (A.3.2.7) 
Resolviendo (A.3.2.6) para cada n se obtiene la solución de (A.3.2.1). Como veremos 
a continuación no es posible obtener una solución analítica de (A.3.2.6), sin embargo 
podremos encontrar su comportamiento para r —• 0 y r —• oo que, por otra parte, es 
necesario si se desea realizar la integración de (A.3.2.6) de forma numérica. 
Debido a las diferentes situaciones que se presentan cuando n = l y n ^ l 
analizaremos ambas en forma separada. 
1.- n = l 
El problema a resolver es: 
r
2v„ + rv[ - 4ui + r2gi(r) = 0 (A.3.2.8a) 
vi(0) = ui(oo) = 0 .. (A.3.2.8b) 
La función g\(r) = \l— I sen20exp I -r2sen20 1 á9 puede expresarse mediante las 
funciones modificadas de Struve y Bessel [GR, p.316]: 
9iir) = \¡- y + f y ( ^ i ( r 2 / 2 ) - / i ( r 2 / 2 ) ) 
utilizando los desarrollos de L\ y I\ [AB, pp.498 y 375] se llega a: 
Jim (A.3.2.9) 
m = 0 
con 
1 
am={ - 7 r / ( 2 m + 1 ( m - l ) ! ! ( m + l)!!) 
l / ( 2 m ( m - l ) ! ! ( m + l ) ü ) 
m = 0 
m = 2k - 1 
m = 2k 
Dada la forma de (A.3.2.9) sería posible calcular la función v\ como una serie 
de potencias. No obstante nos limitaremos a obtener los comportamientos asintóticos 
de vi para r —> 0 y r —* oo. A -partir de (A.3.2.7) desarrollando para n = 1 y r —• 0 ó 
r —• oo, o a partir del comportamiento asintótico para L\ —1\ [AB, p.498] se encuentra: 
^ - ° ° ) = V í b + 48 2880 + .12 + 0(r-lb) 
ffl(_0)=/f(1-^ + ^ -¿^ + ^ ) ) 
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que llevado a (A.3.2.8) permite calcular las soluciones particulares correspondientes y 
teniendo en cuenta que las soluciones generales son r2(r —• 0) y r~2(r —• oo) conduce 
a: 
v1(r-*0c) = b00- + J-
vi(r —• 0) = bQr' 
"Vi 
r i n r l
 + 0 ( r - 1 0 ) (A.3.2.10) 
I r 2 l n r _ i L r 4 + + _ L r 6 + 0 ( r « ) (A.3.2.11) 
4 96 384 
siendo b0 y 6oo constantes a determinar con la condición de que la solución de (A.3.2.8) 
con los valores iniciales v\{r0) y uí(r0) (r0 <C 1) deducidos de (A.3.2.11) tenga en 
foo ^ 1 e l comportamiento dado por (A.3.2.10). En lugar de (A.3.2.10) es preferible 
desde el punto de vista del cálculo numérico emplear la condición equivalente: 
Zt^r») + .-««i (r.) = y ^ ( i - + A
 + ! ^ ) + 0 ( r - " ) 
que se encuentra al resolver la ecuación haciendo / = r2v\ cuando r —> oo. Integrando 
numéricamente (A.3.2.8) se obtienen los valores: 
60 = .092034... 
6oo = .030805... 
2.- n > 2 
Para n > 2 es mucho mas complicado generar expresiones análogas a (A.3.2.9) 
para <7n(r)- Mostraremos únicamente que si bien todos los armónicos vn contienen un 
término logarítmico tanto para r —*• 0 como r —> oo, éste no aparece nunca en el término 
de menor orden del desarrollo de vn en potencias de r. 
2.a.- Comportamiento para r —» oo 
Utilizando la fórmula de Moivre para expresar senAn0 en función de t — sen20 
(A;3.2.7) puede escribirse: 
••<" -§ jf{ÜG£')(1 - ' '»"" (-!)' -
£ © ( . - - ) - ' (-.=)'} ^ « (A.-,, 
jk=0 
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Debido al término e~r t'2, cuando r ^> 1 el integrando sólo es no nulo si t = ü(r~2). 
Considerando su desarrollo para t < l , (A.3.2.12) es: 
gn(r) = J^f {2n - 1) + C(t2)} te-r7t'2át (A.3.2.13) 
Con s = r2t/2 (A.3.2.13) se reduce a: 
La solución general de (A.3.2.6) es ¿n,oo** n y el primer termino de la solución par-
ticular es G(l/r2). Todos los demás términos decrecen de modo algebraico excepto el 
correspondiente a r~Xn que lo hace de la forma r~Xn lnr . Por tanto puede escribirse: 
v„(r - oo) = JTZl^-^ + C ( r - 4 ) (A.3.2.14) 
2.b.-Comportamiento para r —» 0 
A partir del desarrollo en potencias de la función exponencial es: 
' Jb=0 
que llevado a (A.3.2.7) permite escribir gn(r) en la forma: 
oo 
gn(r) = y ^ Cn,kr 
siendo 
,-
2fc 
Jt=0 
'n,k= / Wr-sen*20senAn0d0 
Jo 2kk\ 
La solución general de (A.3.2.6) cuando r —> 0 es 6n>0rAn y la solución particular para 
cada término Cn,kr2k es (Cn,k/ (A2 - 4(fc 4-1)2)) r2(fc+^ excepto si ib + 1 = 2n - 1 en 
cuyo caso es (Cn,2n-2/2A„) rAn lnr . Por tanto la solución completa es: 
( i\\ U Xn ^ n , 2 n - 2 A„ i , T~^ &n,k 2(k+l) 
v ( r - , 0) = 6„,„r » - - ^ — r » l n r + g ^ _ ^
 + 1 ) 2 ) r 
fc#2n-2 
que puede siempre escribirse como: 
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Teniendo en cuenta (A.3.2.10), (A.3.2.11), (A.3.2.14 y (A.3.2.15) los compor-
tamientos asintóticos para u son: 
( ^ 4 1 
7r r4 
u(r —• 0) = —r2 
7T 
— 2A (ln r + .03861) sen20 + ^ T r T 7 s e n A n ^ 
n = l 
+ o(r'¿) 
(A.3.2.16) 
/ l 1 \ °° 2 1 
- ln - + .11535 sen20 + V — — - senA n 0 + o(r2) 
A ' n=l n^ n ~~ > 
A P É N D I C E 3.3 
SOLUCIÓN DEL PROBLEMA EXTERIOR (3.30) 
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Una vez determinadas las condiciones de acoplamiento entre la solución de 
la capa límite y la exterior el problema para determinar tpext puede formularse como: 
AU = 0 
17(1,9) -
 9l(0) = U{r¡, 0) - r/rj2 = l^fo, TT/4) = ^(ioo, 0) = 0 
(A.3.3.1) 
/ 
Ue{-n, 
••gi(e) 
TT/4) 
1 
AU = 
U(v,0) = 
« 
\ 
= 0 
-rh2 
n 
Uv{oo, 9) = 
\ 
\ 
\ . 
\ 
• 
1 
= 0 
Figura A.3.3.1 Esquema del problema exterior. 
De este problema que representa la conducción de calor estacionaria en la 
región ]1, oo[x]0,7r/4[ con fuentes en77 = l y 0 = Oy condiciones adiabáticas en rj — oo 
y Q = TT/4 precisamos obtener dos tipos de información diferente. Por una parte calcular 
dip(£oo,0)/d£ que se utilizará como condición de contorno para el problema interior y, 
por otra, calcular el comportamiento asintótico de la solución cuando £ —» oo. Mediante 
F = U — r/rj2 transformamos (A.3.3.1) en un problema de Poisson con condiciones de 
contorno homogéneas excepto en rj = 1: 
AF = - 4 T / T 7 4 
F(l,6) -
 9l(9) + r = F(rit 0) = F9{r¡,*/4:) = Fv(oo,e) = 0 
(A.3.3.2) 
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1.- Cálculo de dtb(^.e.r)/di 
Si, aprovechando la linealidad de (A.3.3.2), descomponemos F en la suma 
F\ + F2 el problema (A.3.3.2) se desdobla en un problema de Laplace para Fi con 
condiciones no homogéneas 
AFi = 0 
F i ( l , 6) -gi(e) + r = Fi(iy, 0) = F M ( i / , TT/4) = F M ( o o , 0) = 0 (A.3.3.3) 
y otro de Poisson para F2 con condiciones homogéneas 
AF2 = -At/r]4 
(A.3.3.4) 
F2(1,0) = F2(7?,0) = F 2 , * ( W 4 ) = F2flf(oo,0) = 0 
El problema (A.3.3.3) se resuelve mediante las técnicas de separación de 
variables análogamente al procedimiento seguido en el apéndice 3.2, obteniéndose la 
siguiente expresión para F\: 
00
 Í8 
Fi = ^a n 77- A "W-senA n <9 (A.3.3.5) 
n = l V T 
[i r/4 
donde A„ = 2(2n — 1) y an = y — I (gi(&) — r)seií\n9áB. Debido a que g\(9) — r 
verifica <7i(0) — r = c?(^i(7r/4) — r)/d0 = 0 es posible generar a partir de g\{9) — r una 
función g definida en [—7r, 7r] que sea antisimétrica y periódica. Si suponemos que g\ 
es de clase C2 entonces g es de clase C2 a trozos y de acuerdo con el resultado acerca 
del orden de magnitud de los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier [CH, p.74] 
se verifica que \an\ = 0{\~2). Si en lugar de la hipótesis anterior suponemos que g\ es 
de clase C1 y que su derivada segunda cumple las condiciones de Dirichlet entonces g 
verifica análogas condiciones y según [CF, p.130] es \an\ = 0(A~3). Ambas hipótesis son 
razonables y, en consecuencia, los coeficientes tienden a cero de forma suficientemente 
rápida y la serie (A.3.3.5) puede truncarse en un valor de n relativamente pequeño. 
La solución de (A.3.3.4) puede construirse mediante la función de Green 
apropiada. Usando como variables (r),6) y (£,<£) I a función de Green para la región 
[l,oo[x[0,27r] con las condiciones homogéneas de Dirichlet en 77 = 1 y de Neumann en 
77 — 0 0 es* 
fi(r,a.t.n\ 1 l + f>?2-2g» ?coS(e-y) 
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La función de Green, G, para la región [1, oo[x[0,7r/2] con condiciones homogéneas de 
Dirichiet enr] = l,d = 0y0 = n/2 y de Neumann en 77 = 00 se calcula a partir de G 
mediante: 
Gfo, 0; f, <p) = £(77,0; £, <p) + 6(77,0; í , ic + ip)- 6(77,0; £, TT - <p) - 6(77,0; f, -y,) 
1 . f 1 + f V - 2£T7 COS(0 - v?) 1 + f V - 2£T7 cos(0 - <p) ln — 
4?r 1 í 2 + 772 - 2^ 77 cos(0 - <¿>) £2 + 772 - 2£iy cos(0 - <p) 
£2 + 772-2£77cos(0H-^) g2 + 772-2£77cos(0 + yp) ) 
1 + £ V - 2f 77 cos(0 + tp) ' 1 + f V - 2^ 77 cos(0 + tp) j 
Por tanto JF2 es: 
roo /.TT/2 /
 4 x yood£ yir/2 
Fa^^)=-y fd^ y ^_jG(77^;e,v)^=--y ^ y M-} 
y derivando respecto de 77 se obtiene: 
dF2(i,e) r p° de r12 r a 1 d<¿> 
» 7 = 1 
Al calcular 51n{-}/^77 encontramos expresiones relacionadas con el núcleo de 
Poisson. Si denominamos 
M 0 = / 
./O [ftj ln{-} dt^ > n=i 
[WtM\í = j 1 ? 2 - i + /?2 — 2¿>COs(</? — 0 ) d<¿? 
se verifica: 
1(0;í) = 2 ([J(0;í,
 V)]j/2 + [J(í; - { , <p)]"0/2 - [J{-6; -£, „)]0"2 - [J(0; f, ^ 2 ) 
Es fácil comprobar las siguientes igualdades: 
¡m-Í,v)}T0/2 = [J(0;í,f)t/2 
[J(-*;-É,<p)IÍ/2 = W;e,v)]: /a 
con lo cual: 
1(9; O = 4 [7(6; í,
 v)] */2 + 4 [ J(0; £, ^)]f/2 - 2 [J(0; -£, v)] 2TT 0 
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Cada una de las integrales que aparecen en la expresión anterior puede calcularse en el 
plano complejo mediante la teoría de residuos. El resultado final es: 
de donde: 
3*2(1,0) ST [°° (<K ____ f 4 - l \d£ 
dr) 
y por tanto: 
8r f /TT 4  1 \ dí
d * ^ 1 ' * ) = _ i l (se i l20 m( s en20) - 26» eos 26» - 7rsen20) 
Teniendo en cuenta (A.3.3.5) y que F = Fi + i*2 = í2»^ ~~ T/772 I a expresión 
para ¿ty(fooj #)/df e s : 
^ ÍÍo \ V TT ^ 
r í 1 + 2sen20 + - (20 cosfl - sen20 ln(2sen20)) 
que es la función a emplear como condición de Neumann en el problema interior. 
2.- Comportamiento asintótico de ib cuando ( —> oo 
Con las técnicas del método de separación de variables reseñadas en el apéndice 
anterior la solución de (A.3.3.2) puede expresarse como: 
i °° F(r¡,0) = J-J2fn(r¡)senXne 
n = l 
Si desarrollamos el término —Ar/rf en serie de Fourier obtenemos 
siendo A = \ - y Á „ = 2(2n—1). Llevando estas expresiones a (A.3.3.2) encontramos 
V 7r rj¿ * 
la siguiente colección de problemas para las funciones fn(v): 
X„r¡ 
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que deben resolverse con las condiciones / n ( l ) = flny /n(°°) = 0, donde los coeficientes 
an son los definidos anteriormente. La solución de esta ecuación es: 
ai + 
/nW = 
vfTln7?) i n = l 
1
 /2 8 / l 1
 t 
a„—; h\/—T-7TÍ —r I — — 1 n > 2 
r r n V 7r An(A2 - 4) \rf2 r/A» 
Por tanto la solución puede escribirse como: 
*•(«?,«) = 
8 4 , 
—ai H—Tii íTi 
7T 7T 
sen20 
n=2 L 
32r 
7ran + *A B (AJ -4 ) 
( ^ A n - 2 _ ^ 77~AnsenAn0 
y teniendo en cuenta que 1 = ^(8/7rAn)senAn0 se llega a: 
*&'>-¿{H i+h¿)+)/í*}-a"-
?£f[v^-!£**»<*-<> £2 Z -s
 n=2 
Para £ ^> £oo el comportamiento asintótico es: 
4 r i / . ^ / 7T a; 
T ) +(A^i)> S e n A^ 
^--,.)^-^lní + l + ^ J s e n 2 ^ E ( A 2 _ 4 ) 
2An 
- 2 
senAn^ V + o ( r ' ) 
que, como era de esperar, coincide con el correspondiente al problema lineal obtenido 
en (A.3.2.16). 
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A P É N D I C E 3.4 
DISCRETIZACION DE LOS OPERADORES DE (3.38^ 
Una vez realizado el cambio de variables que transforma el dominio [0, fo j x 
[0,7r/4] en el cuadrado de lado unidad, éste se subdivide mediante una malla que consta 
de(m — l ) x ( n — 1) puntos interiores de forma que las coordenadas de los nodos verifican: 
0 = x0 < x\ < ... < xm-i < xm = 1 
0 = y0 < yi < — < yn-i < yn = 1 
La presencia de la capa límite en la cual los gradientes de ip son elevados y la discon-
tinuidad de las derivadas segundas en el origen hacen necesario el empleo de una malla 
no uniforme tal que el menor espaciado en la variable y corresponda a y — 0 (capa 
límite) y en la variable x a x = 0 (zona de discontinuidad) mientras que el espaciado 
más grande se produzca e n x = l e y = l donde las condiciones de contorno aseguran 
que las derivadas son pequeñas. 
Como contrapartida a la mayor resolución en determinadas zonas que per-
miten las mallas de espaciado variable, el error de truncación es de menor orden que 
en el caso de mallas uniformes. En particular para las derivadas segundas se tiene 
E2 = G(ri-ihi-i) siendo /i,_! = x¡ — X{-\ y r t_j = /i¿//i,_! — 1, en consecuencia para 
que sea lo más pequeño posible debemos emplear mallas cuya transición entre espaciados 
sea suave, es decir que cumplan r, = o(l) para todo i. 
Las coordenadas x de los nodos se determinan mediante: 
z(u) = - l o g ( l - — u) 
donde u = i/m (i = 0,1,2, ..., m). Los valores máximos de rx para m = 50 y m = 100 
son: rx(50) = .166 y rx(100) = .086. Las coordenadas y están definidas por [FL2, 
p.102]: 
y ( v ) = at; + ( l - a ) ^ ^ -
con v = j/n (j = 0,1,2, . . . ,n) . Esta malla presenta la ventaja de poseer una gran 
resolución en la zona cercana a v = 0 mientras que en el resto el espaciado es casi 
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1.00 
.75 -
y{v) 
x(u) 
.50 
.25 -
.00 
U, V 
1.00 
Figura A.3.4.1 Gráficas de las funciones x(u) e y(v) que definen la malla. 
uniforme. Las constantes a y b se determinan con las condiciones y(v0) = 8 y áy(0)/áv = 
(8/v0)/c donde 8 es el espesor de la capa límite, v0 es la fracción de puntos situados en 
la misma y c es una constante mayor que la unidad. La primera condición asegura que 
en 0 < y < 8 (capa límite) hay v0n puntos y la segunda determina a través de dy/áv el 
espaciado inicial como una fracción del que correspondería a una malla uniforme de v0n 
puntos entre 0 y 8. Con v0 = 0.12 y c = 1.5 los valores máximos de ry son r y (50) = .193 
y ry(100) = .093. 
Si en cada nodo de la malla (x»,yj) (¿ = l , . . . , m , j = l , . . . , n ) asociamos el 
intervalo cerrado 0¿j definido mediante: 
üij = [XÍ - /ii_i/2,rc¿ + hi/2] x [yj - fci_1/2,yi + *¿/2] (A.3.4.1) 
con hm = kn — 0, podemos realizar la discretización de la ecuación (3.38) de forma 
similar a [BL, pp . 183-186] integrando sobre Q¡j y aproximando adecuadamente las inte-
grales que se obtienen. Este método presenta dos ventajas sobre el empleo del desarrollo 
de Taylor pues, por una par te , genera un sistema de ecuaciones cuya matr iz es simétrica 
y, por otra, las condiciones de Neumann se imponen de manera muy sencilla. 
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Ifri + 1) 
hi-i h¡ 
C ' B 
fí¡i 
^ i - ] 
( t - l , i ) 
D 
(¿,j) -0- (¿ + i , j ) 
í (» , i - i ) 
Figura A.3.4,2 Definición de tlij. 
La ecuación (3.38) puede escribirse, omitiendo los superíndices por simplici-
dad, como: 
- V • (V6t/>) - rf6t/> - / ¿ r = V • (V^) + rf (A.3.4.2) 
donde / = exp [%/> — | f 2sen20]. Si multiplicamos por áQ e integramos sobre Í2j¿ obte-
nemos: 
/ V • (V6x/>)dCl - T í fSipdQ - ST í fdCl = / V • (V^)dfi + r f fdü 
Mediante el teorema de la divergencia podemos poner: 
/ V - ( V u ) d a = / Vwñdí 
Teniendo en cuenta que en el nuevo sistema de coordenadas x.,y las expresiones para el 
gradiente, díí y di son: 
V = 
ex d e, 
+ 
d 
sesx dx J (e s x - 1) dy 
7T 
dQ,= -sesx(esx-l)dxdy 
7T d£ = sesx dx ex + ~(eax - 1) dy ey 
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se obtiene 
/ vu. ñ¿e = f [ ÍB *í(i _
 c-..)dy _ / c |ü ( 1 _ c-« 
Jai),, 4á JA dxy JD dxy 
)dy 
7T 
rc an dx / " i ^ _ dz (A.3.4.3) 
Si en cada una de las integrales consideramos las derivadas constantes y las aproximamos 
en los nodos interiores mediante diferencias centradas llegamos a: 
/ Vw • nái = ciijUij-i + bijUi-xj - CÍJUÍJ + dijUi+1¿ + e¿J-uifJ-+1 (A.3.4.4) 
donde 
4 . ( 9i 
ctij = - ln I . 
* \9i-iJ «y-i 
6¿i = 
7T gr¿_i kj + ^ _ i 
, J
 4¿ 1 + 0,-1 2/l¿_! 
d — ^ 9 i fcj + fcj-i 
' ' " 45 1 + flfi 2hi 
c¿j = a¿j + bij + d,j + Cjj 
p, = exp [s(x¿ + fr,/2)] - 1 
Las restantes integrales pueden aproximarse mediante 
(A.3.4.5) 
Jü¿ 
u(x, y)d£l = ufa, yj)sij 
donde las áreas SÍJ están determinadas por: 
Mi 4 4 2 
(A.3.4.6) 
En los nodos interiores la ecuación discretizada puede finalmente escribirse 
como: 
-aij6xl>i¿-i - bijS^i-xj + (CÍJ - Tfij)6r/)ij - dijS^i+Uj - e^-fo/^j+i - fijSr = r¿J-
con 
1 
^•j - ^ £ ? s e n 2 0 j /¿j = 3¿j exp 
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Para imponer las condiciones de contorno tipo Dirichlet e n 0 = O y £ = O 
basta hacer en las ecuaciones con i = 1 ó j = 1: 
*l>i,o = *l>o,j = Hi,o = Stp0j = 0 
En i = m y 1 < j < n — 1 la condición de contorno a imponer es de la forma 
du/dx = p(y), siendo p(y) una función conocida. Al realizar la integración sobre Q,mj el 
valor de du/dx que aparece en fA de (A.3.4.3) se aproxima mediante el valor constante 
p(yj) obteniéndose: 
/ Vu • nái — amjUm%j-i -f 6mj«TO-i,j — cm jum¿ + emjUrnj+1 + c?m¿p¿ 
con 
dmj
 ~ As 1 + gm 2 
y flmi, ¿Vp emj- y #m definidos en (A.3.4.5). 
Teniendo en cuenta que en x = 1 se verifica d(8\¡))/dx = 0 y dxp/dx = q(y), 
la ecuación correspondiente a, i = m, l < j < m — l e s : 
- a>mjf>Í>m,j-l - bmjS^Ú-ij + ( c m ¿ - r/m¿)¿V>m¿ — emjSlf)mj+1 - fmjÓT 
con 
Un razonamiento análogo permite establecer las ecuaciones para los nodos 
(¿, n) (¿ = 1,..., m — 1): 
con 
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Y, finalmente, para el nodo (m, n): 
- f l m n ^ m , n - l ~ ¿ m n ^ m - l , n + (¿mn ~ Tfmn)^mn — fmn^T = rmn + dmnqn 
con 
Cmn = Q>mn i Vmn 
Tmn = = Q-mnYm^—1 ~r * m n ^ m _ i ) n Cmnipmn + TJmn 
El conjunto de las m x n ecuaciones puede escribirse de manera compacta 
como: 
[A - TVJV) 8XV - FV6TV = Rv (A.3.4.7) 
siendo A una matriz de tamaño m • n cuya estructura es pentadiagonal pero que puede 
considerarse tridiagonal por bloques de la forma: 
A = tú{Lj,Mj,Nj} j = l , . . . ,n 
siendo Lj y Nj matrices diagonales de tamaño m cuyos elementos'son, respectivamente, 
—CLÍJ y —eij (i = 1 , . . . , m) y Mj una matriz tridiagonal de la forma: 
Mj = tri {-bij,Cij, -dij] (i = 1 , . . . , m) 
De (A.3.4.5) se deduce que a,¿ = e¡j<;-_i y 6tJ = <¿¿_i,j y en consecuencia la matriz A es 
simétrica. Jv es una matriz diagonal cuyos elementos son 
Jk=f'i (k = i + m(j-l)) 
Los elementos de los vectores 8XV y Fv son: 
F¡ = /y 
i?17 es el vector de residuos que puede expresarse como 
Rv =rvFv -AXV+ Qv 
siendo Xv y Qv vectores definidos mediante 
. x't = viS 
{ 0 si k z¿ rh 
dm¡qj si k = jm 
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Finalmente debemos incluir la condición HT/J" + 8xf)u\\ = <*• Si hubiésemos 
adoptado la norma de L2, H/H2 = J / 2 d x , al discretizar la expresión de la norma 
obtendríamos una ecuación del tipo: 
nm 
Y,»H &X¡ + 6X1)6X1 = « - \\P\\ 
J t = l 
Esta ecuación es no lineal y por tanto sería mas conveniente emplear una forma "linea-
lizada" de la misma tal como: 
nm 
^2sii2X¡6Xi=a-\\r\l 
k-1 
que junto con (A.3.4.7) constituiría un sistema de rara + 1 ecuaciones lineales para las 
nm+1 incógnitas 6Xk, Sr. 
La ventaja de emplear la norma del supremo es que es equivalente a la norma 
del máximo en el problema discretizado. Es decir, utilizamos como parámetro de conti-
nuación a = max{X,¿}. Aunque no podemos conocer a priori el nodo (i,j) donde tiene 
lugar el máximo sabemos que, debido a la simetría, está situado en 6 = TT/4 (j = n). 
Mediante prueba y error puede determinarse la posición aproximada del mismo. Si el 
valor de X en este punto es conocido e igual a a, podemos eliminar una de las incógnitas 
resultando un sistema de rara ecuaciones para las nm — 1 incógnitas 6X y la incógnita 
Sr. Una vez calculada la solución determinamos mediante interpolación a lo largo de 
y = 1 la norma de i/> que, si hemos elegido adecuadamente el nodo donde X = a, no 
diferirá apreciablemente de este valor. Los resultados muestran que el máximo de X 
tiene lugar en un nodo que permanece prácticamente invariable. 
Sea (fc, n) el nodo donde hacemos Xp = a y 6XP = 0 con p = m(n — l)-f k. Al 
introducir estos valores en el sistema (A.3.4.7) es necesario reordenarlo para formar un 
único vector de incógnitas con 8X y Sr y es conveniente hacerlo sin perder la estructura 
pentadiagonal de la matriz. Esto puede conseguirse sustituyendo la p — ésima ecuación 
por otra que esté desacoplada de las restantes y sea homogénea. Añadimos una ecuación 
en el lugar nm + 1 que es idéntica a la de lugar p, teniendo en cuenta que 6Xp = 0, y 
sustituimos todos los coeficientes de la ecuación p por ceros excepto el de la diagonal 
principal como se indica en la figura 3. 
El sistema puede compactarse colocando el nuevo vector —F, — F*, como la 
columna rara + 1 de la matriz y la incógnita 8r como la de lugar rara -f 1, obteniendo el 
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Figura A.3.4.3 
sistema que se indica en la figura 4. F* y R* son los vectores definidos anteriormente 
con el elemento de lugar p nulo, Hj es la matriz tridiagonal tri {—6tJ-, dj — rv'/£, — c¿tJ-} 
y los asteriscos indican que han sido modificados como se señaló antes. 
Hi N, 1 s 
\ 
\ N N 
\ \ \ \ ^ 
\ N \ \ \ \ \ \ \ \ 
\ N \ \ \ \ 
\ \ \ L: 
JVn-l 
H„ 
-F* 
-F„ 
6X 
¿r 
R* 
Rr 
Figura A.3.4.4 Sistema de ecuaciones asociado al problema (3.10). 
Los elementos del vector v son nulos excepto los de lugar p — m, p—1 y p + 1 
cuyos valores son — ajt„, — &*„ y — dfcn, respectivamente. Finalmente podemos escribir 
el sistema como: 
(A.3.4.8) B* -F* 
V V —z J 
donde B* =A* - rv J\ z = Fp y r = Rp 
SX 
Sr 
R* 
r 
co 
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A P É N D I C E 3.5 
C O R R E C C I Ó N DEL T I E M P O D E I G N I C I Ó N P O R E F E C T O S 
N O E S T A C I O N A R I O S 
El valor de rD que se ha obtenido al resolver el problema (3.10) debe consi-
derarse como una primera aproximación al valor del tiempo de ignición, pues la zona de 
reacción deja de ser cuasiestacionaria cuando r es próximo a r0 y dip/dr es mucho mayor 
que la unidad. Es posible, análogamente al caso unidimensional, diferenciar dos etapas 
en el proceso de ignición. Durante la primera etapa, que denominaremos inicial, los 
efectos no estacionarios son despreciables y, por tanto, la hipótesis cuasi-estacionaria 
es correcta. Esta etapa finaliza cuando surgen los efectos incipientes de ignición que 
cambian el orden de magnitud del término £^/v, comenzando una segunda etapa, de-
nominada de transición, en la cual debe retenerse la derivada temporal. La etapa de 
transición es muy corta en relación a la inicial y para analizarla debe determinarse, en 
primer lugar, la escala asociada a la misma. Esta puede deducirse de la estructura de 
la solución exterior, correspondiente a la etapa inicial, cuando r0 - r < 1. 
Si la solución de (3.9) se busca como \¡> = ip0+£rf>i + £2V>2 + • • • las ecuaciones 
y condiciones de contorno para \¡)0 y r¡>\ son: 
A^ 0 + rexp 1>o + -£2sen20 = 0 
i/>o((, 0, r ) = Vo,*(f, *V4>T) = ^o,¿(oo, 0, T) = 0 
(A.3.5.1a) 
(A.3.5.1b) 
A^i + rexp 
1 
ip0 - ~£2sen20 %¡>l = 7 T 
di¡>0 Í dr¡)c 
dr 2 dí 
rexp iko - ^£
2sen0 | ££ 4 sen20 - a U0 - ^ 2 s e n 2 ^ 
V>i(£, 0, r ) = V M (£ , TT/4, T) = lh¿(cfe, 0, r ) = 0 
(A.3.5.2a) 
(A:3.5.2b) 
Para resolver el problema correspondiente a V>i es necesario conocer la función 
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dipo/dr. Esta es solución del siguiente problema lineal: 
AV>o,r + rV>o,rexp tp0 - -£2sen20 = —exp tpo - -£
2sen20 
^o,r(í, 0, r ) = (^0fr)*(í, TT/4, T) = (V>i,r)*(oo, 0, r ) = 0 
(A.3.5.3a) 
(A.3.5.3b) 
Puede comprobarse que el problema A<¡> -f r exp [0O - |£2sen20] 0, con las 
condiciones de contorno <f>(£, 0) = ^0 (f, j) = <^(oo, 0) = 0, es autoadjunto y por tanto 
la condición para que (A.3.5.3) admita solución es que el miembro de la derecha sea 
ortogonal a las funciones del núcleo del operador anterior, es decir, a las soluciones del 
problema homogéneo asociado a (A.3.5.3). 
A partir de la solución de (A.3.5.1) sabemos que en r = r0 el problema 
(A.3.5.3) carece de solución pues dtp0/dr = 00. Por tanto el problema 
L[4] = A<f> + r0exp <p0(£, 6) - -£2sen20 <¡> = 0 (A.3.5.4) 
donde ípo(£<> 0) = i¡><>(£, 0, T0), debe tener una autofunción no nula y tal que 
1 
/<£(£, 0)exp Vo(Z,0)-^2sen26 Íd£d0 ¿ 0 (A.3.5.5) 
La función <f> solución de (A.3.5.4) se determina con la condición adicional ||< |^| = 1 
aunque puede tomarse cualquier otra proporcional. 
Cuando r0 — r <C 1 la solución de (A.3.5.1) puede buscarse como: 
Mí, *, r) = <p.({, 6) + v,(f )A, (£, 6) + v2{r)A2(Í, 0) + ... 
siendo f — T0 — T. Llevando esta expresión a (A.3.5.1a) se obtiene: 
L[Ai] = ~ e ^ - ^ 2 s e n 2 * + o(l) 
Al aplicar la condición de resolubilidad a este problema y teniendo en cuenta (A.3.5.4) 
se encuentra que debe verificarse f ¡v\ —• 0, en cuyo caso la solución puede ponerse 
como A\ = </>(£,&). 
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La ecuación para A2 puede ahora escribirse como: 
l v 2 2 v2 J 
cuya condición de resolubilidad es 
/ [L _ \vlToA <t>e^-^^29íáiáe = o 
Jü 1^2 2i/2 J 
Para que ésta se verifique debe ser v2 = a2? y ^1 = ±aiy/r/T0. La constante ai se 
determina mediante: 
Como i/>0 es creciente I/J debe ser negativa, con lo cual para r0 - r < 1 es 
lM£,* , r ) = TI>O{W,T0) - - 2L v ^ ^ ^ , ^ ) + 0{T0 - r) (A.3.5.6) 
A partir de los resultados numéricos pueden calcularse las integrales anteriores obtenién-
dose ai = 2.064. 
La solución de (A.3.5.2) se busca como 
V-iCe, 9, r) = / í i M £ , ( e , B) + Í Í J ( T ) B 2 ( { , 6) + ... 
Teniendo en cuenta (A.3.5.5) la ecuación para B\ es: 
T f n l 1 * , , * tfyo 
~ ^e*'-*''""* { ¿ ^ s e n 2 í " « (íf. " ^2 s e n 2^)2} + °0) 
cuya condición de resolubilidad sólo puede verificarse si l / / / iVr —• 0 lo que implica 
l / ^ i - ^ 0 y , por tanto, B\ — </>. Para B2 se tiene la siguiente ecuación: 
L[B2] = -±-iaij7-4 + mJLaiy/ze*.-ie—*4? + fae^-ií '-M^-
/ ¿ 2 V T ¿ l¿2 A*2 
^-^•{^««-.(^.-ie \ 2 2. - - ^ s e n 2 0 > + o(l) 
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Para que ésta admita solución debe ser l/vf/¿2 ~ 1 y A ¿IVT//Í2 ~ 1> con lo cual 
l¿i ~ 1/T y 1*2 ~ 1/Vv. De la condición de resolubilidad se deduce 
Mi = - a 3 / r 
i 
siendo 
2
 lu *3< 
de manera que cuando T0 - r < 1 es 
fl3 = r - 7 " i ' „, ^- = 1.361 (A.3.5.7) 
V>i (f, B, T) = -<z3 ^ ^ + 0(1) (A.3.5.8) 
Por tanto puede escribirse: 
1 
0(í, *, r) = ^0( í , B, r0) - - L v ^ T 7 ^ _ ea3 ¿ + . . . (A3.5.9) 
'Tn Tn — T 
Si r0 — r = 0(e2'3) ambas perturbaciones son del mismo orden lo que indica que la 
escala apropiada para describir los efectos no estacionarios es £*'3. 
En consecuencia las variables que emplearemos para calcular la solución de 
(3.9) cuando rfl - r < 1 son: 
r = r0 ( i + e2'3o) 
v
 ' (A.3.5.10) 
V>(£,0,r) = „.(£,0) + e'/ViCC,<?>») + £2/V2(í,í,<r) + ... 
Las ecuaciones para (pi y </?2 que se obtienen al introducir las expresiones anteriores en 
(3.9) son: 
L[y>i] = 0 
I # 2 ] = ^ - r 0 e ^ - ^ 2 s e n 2 ^ ^ - r 0 ^ - - ^ - ~ M 
La solución de la primera es 
siendo /i(cr) una función a determinar con la condición de que el problema para <¿>2 sea 
resoluble, esto implica: 
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Por tanto la ecuación para determinar / i es 
02 d / i / / : 2 
= — +a (A.3.5.11) 
T0 d(T \di 
donde 
que debe integrarse con la condición / i ~ —a\y/—o para <r —» — oo deducida del "match-
ing" con la solución exterior mediante (A.3.5.9). Esta ecuación de Ricatti, que aparece 
en otros problemas semejantes a éste [KC, p.75] [KL], puede reducirse mediante la 
transformación: 
, ío,1a2\ 1 dV ía1a2^ fl=
~
ai{~) vil' ° = s 
a la ecuación de Airy 
cuya solución general es [AB, p.446]: 
V(s) = M[A1(-s) + NBi(-s)) 
siendo Ai y B, las funciones de Airy y M y N dos constantes a determinar. La condición 
que verifica fi cuando o —• — oo es equivalente a 
1 dV 
0 0 :
 7 7 1 '^~~~s 
V as 
Teniendo en cuenta que 
1 dV A i ( -5 ) + NBJ(-5) 
V ds A 1 ( -5) + NB¿(-5) 
y recurriendo a los desarrollos de A,-(s) y Bi(s) para s ^> 1 [AB, p.448]: 
í_(_a)i/4e-<{l + 0(l/s)} + 2L(-*) i /V{l + 0{i/s)} 1 dV 2 ^ ' ' L w n V¿ 
V ás
 - i - ( - , ) i / * e - < { i + O(IA)} + ^ ( - 5 ) V 4 e C { 1 + 0(1/s)} 
donde £ = 2(—,s)3/2/3. Si N ^ 0 el comportamiento sería — y/—s, mientras que con 
N = 0 es yf^s. En consecuencia N = 0 y f\ — ai(aia2/r0)1^A'i(—s)/Ai(—s), lo que 
determina la evolución de la temperatura en esta etapa de transición. La función A,-(—s) 
no se anula si — s > 0 (a < 0) pero si lo hace cuando — s < 0 (a > 0). Por tanto la 
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temperatura (f\ — fi(<r)<j>(£,0) diverge en o0 = {a\a2/r0)'2fzs0 siendo s0 el primer cero 
de la función Ai(—s), cuyo valor e s s 0 = 2.3381.. . . El valor de a en el cual se produce 
la ignición es, por tanto, a0 = 2.3381(aia2/r0)2/3 y el tiempo de ignición viene dado 
por 
Tign = r0 + 2.3381r01/3(ea1a2)2/3 
La temperatura en los instantes próximos a la ignición es: 
con 
/ \ 2/3 
= ( T° ) r ~T° 
\eCL1a2J T0 
Obsérvese que mientras la distribución de temperatura correspondiente a la 
etapa inicial presenta en r0 una singularidad en la derivada temporal, la distribución 
en la etapa de transición tiene en s0 una singularidad tanto en.la derivada como en el 
valor de la función. 
Los resultados obtenidos en la etapa de transición dejan de ser válidos cuando 
/ i ~ e~l'z. La evolución posterior puede probablemente describirse mediante métodos 
análogos a los empleados por Kassoy [KS1] [KS2] y Kapila [KA1] en el caso de explo-
siones térmicas y sobre todo, al de Kapila [KA2] que realiza la continuación natural 
de [LWl] analizando la formación de una onda de combustión en un sólido semiinfinito 
sometido a un flujo uniforme de calor. Esto supone analizar cuatro nuevas etapas: 
1.- Una etapa de ignición caracterizada por s — s0 ~ 0(e1'3) y en la cual ift 
aumenta desde valores de orden unidad a valores de orden 1/e y, por tanto, 
el incremento de temperatura respecto de la inerte ip — <pi = ei¡> alcanza 
valores de orden unidad. Durante esta etapa tienen lugar la formación de 
un "hot^spot" en una región muy pequeña situada en torno al punto donde 
la temperatura alcanza el máximo. El incremento de temperatura x¡> sufre 
variaciones de orden unidad y no puede desarrollarse según (A.3.5.10) aunque 
el modelo formado por las ecuaciones (3.9) es todavía aplicable. 
2.- En la etapa subsiguiente, denominada de explosión, la temperatura íp difiere 
de la inerte en cantidades de orden unidad siendo necesario emplear ésta 
o V> en lugar de \¡>. Este incremento de temperatura se produce en una 
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escala de tiempo que es exponencialmente corta en la cual tiene lugar el 
desarrollo del "hot-spot" que disminuye de tamaño pero crece en intensidad. 
A causa de esta pequeña duración la temperatura en el exterior del "hot-
spot" permanece prácticamente congelada en el estado que alcanzó al final 
de la etapa de ignición. 
3.- Cuando la temperatura en el interior del "hot-spot" sea próxima a la adiabá-
tica la fracción másica del Teactante es muy pequeña lo que da lugar a que 
comience a moverse hacia la región interior donde existe combustible. Du-
rante esta etapa que podemos denominar de arranque el "hot-spot" se trans-
forma en una llama cuya velocidad de propagación es creciente. 
4.- La última etapa corresponde a la propagación de la llama a una velocidad 
que en primera aproximación es constante. Evidentemente la descripción de 
estas dos últimas etapas requiere la incorporación al modelo de la ecuación 
para la fracción del reactante. 
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CAPITULO 4 
GENERALIZACIÓN DE LA TEORÍA DE IGNICIÓN EN SOLIDOS 
4.1 INTRODUCCIÓN 
El método desarrollado en el capítulo anterior permite abordar el problema 
A^ + re*-£*a8en2' = 0 
^ ( í , 0 , r ) = V*(í ,* /4 , r ) = ^ ( o o , « , r ) = 0 
desde la doble perspectiva de determinar el intervalo de valores de r , [0, r/¿m], para el 
cual admite solución y, en su caso, calcularla. Este problema ha aparecido en relación 
con la teoría no estacionaria de ignición de sólidos semiinfinitos, cuando con una elección 
adecuada de las variables se obtiene una descripción que, en primera aproximación, es 
cuasiestacionaria. 
Obviamente este método es aplicable a situaciones mucho más generales y 
puede emplearse para resolver problemas del tipo A*/> + rf(ift, f) = 0, en dominios 
acotados o no, siendo / una función positiva suficientemente regular. 
El objetivo del presente capítulo es efectuar, empleando el procedimiento 
anterior, la generalización del análisis de la ignición bidimensional a cuñas cuyo ángulo 
esté comprendido entre 0 y TT y analizar la ignición de sólidos cuyo contorno presente 
una singularidad tridimensional. Este último problema es, desde el punto de vista 
numérico, notablemente más complicado y laborioso a causa de la dimensión adicional. 
En el caso particular de un sólido cónico esta dificultad desaparece ya que, debido a 
la simetría, el sólido puede describirse mediante un sistema de dos coordenadas, de 
manera que el procedimiento numérico resulta de una complejidad similar a la de los 
casos bidimensionales. Aunque de esta forma no se analiza el caso tridimensional de 
forma totalmente general puede considerarse suficientemente representativo sobre todo 
pensando en la comparación con la singularidad bidimensional. 
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4.2 IGNICIÓN E N U N A C U Ñ A DE ÁNGULO 0„ (0 < fl» < ir) 
4.2.1 Formulación v adimensionalización 
Las hipótesis bajo las que analizaremos la ignición en el sólido determinado 
por f > O y O < 0 < 0 o son idénticas a las empleadas anteriormente. El modelo 
matemático es: 
+ pqBe-ElRT (4.1a) 
r(f,6>0) = To (4.1b) 
T(f,0,¿) = T{r,0o,t) = Ta; Tr(oo,6,t) = 0 (4.1c) 
La adimensionalización se realiza de manera análoga al capítulo anterior. Es 
conveniente introducir un nuevo parámetro, que denominaremos <r, definido mediante: 
<T = $0/(T/2) ( 0 < < T < 2 ) " (4.2) 
y que permitirá expresar la condición de contorno en B = 0o de la misma forma que en 
el capítulo anterior. 
A partir de las variables características definidas en (3.2) las variables adi-
mensionales que emplearemos son: 
r = t/tc, r = r/rc, $ = 0/a, <p = (T - T0)/\TS - T0) (4.3) 
que llevados a (4.1) dan lugar a: 
<¿>(r,0,O) = O (4.4b) 
V?(r, 0, r ) - 1 - <p$(r, 7r/4, r ) = ^>r(oo, 0, r) — 0 (4.4c) 
donde A representa el operador de Laplace modificado 
A = lJL(rIL\ 1'Q2 
~ r dr \ dr) a2r2 dO2 
* 
que a lo largo del apartado 4.2 será designado mediante A con independencia de la 
variable radial que se esté empleando en cada caso. En (4.4c) nuevamente se ha hecho 
uso de la simetría para reemplazar la condición <¿>(r,7r/2, r ) = 1 por (p$(r, 7r/4, T) = 0. 
dT ; i d 
r dr \ di ) 
„dT\ 1 d2T 
de2 
1 Y>-1 
e l + a ^ - 1 ) . (4.4a) 
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El problema que determina la distribución inerte de temperatura admite 
solución de semejanza que puede calcularse por cualquiera de los procedimientos ya 
indicados. Utilizando el resultado de [CJ, p.464] ésta puede escribirse como: 
00
 ñ í°° f\ <! 
tpi = \ - y — sen2(2fc + 1)0 / e " 5 ^J v { s r )— 
tí™ J° S 
siendo v = 2(2fc + l ) / a . 
Para r < l y mediante el desarrollo de la función Jv podemos construir un 
desarrollo en potencias de r para la función <pi en la forma: 
Vi = 1 - \c{a) ( ^ = ) ' sen2<? + O {(r/2^f+2/') 
siendo C(cr) = T(l/(r)/T(2/a). En la expresión anterior se observa que los gradientes 
de temperatura en ausencia de reacción son tanto más pequeños cuando menor sea el 
ángulo 0o y, por tanto, o. La gráfica de la función C(<J) (fig- 4.1) muestra que este 
efecto es todavía más acusado pues C(a) es una función creciente cuyo valor para a < .3 
es prácticamente nulo. 
Usando como variable espacial £ = r/2y/r , variable de semejanza del pro-
blema inerte, y como variable dependiente V> = <p—<pi, la ecuación (4.4a) puede escribirse 
como: 
r i j ¡ + ¥>«- ! 
€ a{\¡) + (pi - 1) 
En la zona de reacción debe ser <p — 1 = O(e), de manera que tanto \j> como C(a)(2^ 
deben ser de orden e lo que conduce a las siguientes variables: 
4 r - ~ - 2£—- = Ai/> + — exp dr d( ir (4.5) 
Al introducir éstas en (4.5) y linealizar el exponente del término de Arrhenius se obtiene: 
ire/(e, <r) (f& - \ í ^ \ = .A* + f exp U - | í 2 / ' s e n 2 ( A + 0(e', e) (4.6a) 
donde 
y 
f = r / (e , a) (4.6c) 
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Para los valores de a y £ tales que el factor / (e , a) sea de orden unidad la ecuación 
anterior cuando e —• 0 se reduce a: 
AT/> + f exp t/> - i f 2/,7sen20 = 0 
lo que significa que puede utilizarse el modelo cuasiestacionario para describir en primera 
aproximación la evolución de la temperatura en la zona de reacción. 
La figura 4.2 representa la función f(e,cr) para distintos valores de e. De 
ella se deduce que para a > 1, es decir 6Q > 7r/2, esta simplificación está totalmente 
justificada pues f(e,a) < 1. Cuando a <C 1 puede demostrarse a partir del desarrollo 
en serie de la función T que / (e , cr) ~ (16/7re)/£<7 >> 1, de manera que para valores de 
a moderadamente pequeños ya es f(e, a) ;> 1. La gráfica de la función e/(e, cr) (figura 
4.3) o la de la función / (e , <r) (figura 4.2) muestran que el intervalo de valores de cr 
en que puede aplicarse el modelo cuasiestacionario es muy reducido cuando o < 1 (del 
orden de 0.7 — 1). Físicamente esto puede explicarse si se tiene en cuenta que, como ya 
hemos señalado, al reducir el ángulo 60 la temperatura inerte es muy aproximadamente 
constante en una región cercana al vértice tanto más amplia cuanto menor sea a. Es 
decir, el efecto de concentración del flujo de calor es tan importante que la onda térmica 
se ha propagado a distancias ( que pueden ser de orden unidad. Además la dimensión 
transversal característica es cada vez más pequeña de modo que el sólido es cada vez 
más supercrítico. Como consecuencia de estos factores el proceso que tiene lugar no es 
una elevación gradual de la temperatura en una región muy próxima al origen hasta 
alcanzar el "runaway" (ignición), sino que ésta tiene lugar en una región amplia de 
manera simultánea y que, debido a la condición supercrítica, se traduce en una explosión 
térmica, cuya descripción no puede hacerse manteniendo la hipótesis de que la zona de 
reacción es delgada, lo que obligaría a retener la derivada temporal. 
Suponiendo que e/(£,<?) = o(l) la temperatura en la zona de reacción está 
determinada por el siguiente problema: 
A ^ + f exp f/f - Í£2 / í rsen20 = 0 (4.7a) 
^ ( í , 0) = Mt, */4) = ^ ( o o , 0) = 0 (4.7b) 
que es totalmente análogo al problema (3.10). 
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4.2.2 Problema exterior (£ ^ > 1) 
Procediendo como en el epígrafe 4.2.1 del capítulo anterior podemos iden-
tificar dos regiones bien diferenciadas cuando £ ^> 1. Por una parte, una capa límite 
donde {2/*sen20 = O(l) y en la cual debe retenerse el término de reacción y, por otra, 
una región donde éste es exponencialmente pequeño. 
Si definimos r¡ = f/íoo y efectuamos el mismo análisis anterior llegamos a la 
siguiente ecuación para el primer término del desarrollo de r¡? en la capa límite: 
4 - ^ T T + rexp(-rj2^x) = 0 (4.8) 
•q¿ áx¿ 
donde V\ = il>í^2/<r2 y x = £oo #? siendo 7 = 2/a — 1, que resuelta con Vj(0, ry) = 0 y 
la condición de acoplamiento con la solución exterior proporciona: 
^ = S¿(l-e-'2"*)+o(Q^)" (4.9) 
soo ' 
Fuera de la capa límite la reacción está congelada y el problema a resolver es: 
AZ7i = 0 (4.10a) 
tfi(M) - 0 1 W = tfifoO) - ^ = tfi,,(oo,0) = U^rj^/A) = 0 (4.10b) 
donde U\ = ^e i f íS i Pi(^) e s ^a temperatura en r¡ = 1 que se obtiene al resolver el 
problema en { = 0(1) multiplicada por £^J y Í7i (77,0) = cr2f/rj2lí representa el efecto 
de la capa límite que consiste en modificar la temperatura aparente en 0 = 0. 
Haciendo F = Ui — CT2T ¡r)2"1 el problema (4.10a) se escribe como: 
1 _ Ay^cr 2f 
r)¿Fvv + r)Fv + —Fee = •—L-r— (4.11a) 
F(l,0)-gi(e) + a2T = F„(oo,0) = F(r¡,0) = J i f a , * /* ) = 0 (4-Hb) 
Este problema puede resolverse mediante separación de variables análogamente al apén-
dice 3.1. Si expresamos F ( T / , ^ ) , 0 I ( 1 , 0 ) y Ay2<r2T/r¡21 en la base formada por las 
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funciones u;n(#) = y8/7rsenAn0, con An = 2(2n — 1), podemos escribir: 
F(r),e)=J2fn(l)"n(<)) 
n = l 
91 (0) -<r 2 f = ^ a n u ; n ( 0 ) 
n = l 
donde 
47V2f « A -U„(í) 
an= (9i(0) - v2?) J -senA n d0 
'o 
'8 ,2~2~ A = \f — Aj a r 
Al introducir los desarrollos anteriores en (4.11) se obtiene la siguiente colección de 
problemas para determinar las funciones fni'n) (n = 1,2, . . . ) : 
/»(0) - a„ = / i(oo) = 0 (4.12b) 
siendo rj = ex. Llamando bn = A/ [An(A2/cr2 — 472)], la solución de (4.12) es: 
I (ai -6 i )7r A n / < T + M ~ 2 7 n = l a ^ l 
(aa + y f f l n » / ) » ? - ^ n = l <r = 1 
(a« - M T W < r + M" 2 7 n > 2 
Obsérvese que la solución de (4.12) contiene el término resonante cuando An/<7 = 27, 
es decir, si 2n — 1 = 2 — a con n entero y a €]0,2[, lo que únicamente se verifica si 
n = <J = 1. Como el caso cr = 1 ha sido tratado en el capítulo anterior, las expresiones 
que escribiremos a •continuación corresponderán a, & ^ 1. 
Teniendo en cuenta que 1 = \ — \ J ü ; n ( 0 ) / A n la expresión para ipext es: 
v
 * n = l 
IMIÍ.Í) = ¿ v f £ { ( a » - M - r ^ " + i6» + yf$)'>"27}BenA» í (4-13) 
n = l 
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de donde puede deducirse la expresión de difiext(£oo,6)/d£' 
QÍ = - 7 2 ^ + r ¿ J A " A " + (7 r B n ) — — (4.14) 
« -
 n = 1 
siendo 
A„ = V8/7ra n = (8/TT) / (^i(6>) - <r2f )senAn 
Jo 
T T / 4 
0d0 
8 27<7 
7r An 4- 27<7 
La función definida en (4.14) representa el flujo de calor que debe llegar 
desde la región £ = ( 9 ( l ) a f = £oo para que el problema de la conducción estacionaria 
de calor en la región exterior admita solución cuando ^(foo50) = g(&) = <7i (#)/££? y 
sustituirá a la condición de contorno en el infinito al resolver el problema interior. Puede 
comprobarse que (4.14) es válido también cuando a = 1. 
4.2 .3 P r o b l e m a interior (£ = O(D) 
La función dí/>ex<(£c©>#)/$£ determinada en (4.14) permite transferir la con-
dición de contorno en el infinito a f = £oo y formular el siguiente problema para la 
región interior: 
A</> + f exp (i/> - i f 2 / < r sen20 J = 0 (4.15a) 
iH£, 0) = iMC */4) = ^(íoc, 6) - W**ti£~J)
 = 0 (4>15b) 
El procedimiento numérico para resolver (4.15) es totalmente análogo al 
reseñado en el epígrafe 4.3 del capítulo anterior. El valor de (<& que debe emplearse 
para cada o tiene que verificar las condiciones £^J > 1 y £o¿ ^> 1. La primera de 
ellas permite que podamos retener un único término en el desarrollo en potencias de 
V£oo a través del cual se resuelve el problema en £ ^> 1, y la segunda es necesaria para 
poder efectuar la aproximación sen2# ~ 26 al resolver la capa límite. Cuando a < 1 es 
1/foo > 1/ÍTO y foo s e determina según: 
£oo(<7) = [íoo(<T = 1 ) ] ' (<7 < 1 ) 
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y en el caso contrario: 
í c o M = K o o ( » = I ) ] ' ' 0 " ' ' (<T > 1 ) 
j 
4.2.4 Resultados y conclusiones 
La figura 4.4 muestra la relación entre el valor límite de f, f/,-ro, y el parámetio 
o. A partir de ésta puede deducirse él valor del tiempo de ignición adimensional me-
diante: 
Tlim = Tnm/f(£,cr) 
obteniéndose los resultados que aparecen en la figura 4.5. Las mismas consideraciones 
respecto del significado de r/¿m que se hicieron en el capítulo anterior deben tenerse 
ahora en cuenta. El análisis de la etapa de transición posterior puede realizarse de 
manera análoga al apéndice 3.5. 
El tiempo de ignición dado por r/¿m es, como era de esperar, una función 
creciente de a ya que cuanto mayor es éste menor es el efecto geométrico de concentración 
del calor que llega desde la superficie. Así cuando o es próximo a 2 los gradientes de 
temperatura inerte son casi independientes de f y de orden unidad, de manera que 
desaparece la región situada en torno a ( = 0 en la cual la temperatura inerte era 
aproximadamente igual a la superficial. La consecuencia es el aumento en el valor de 
Tlim-
Los resultados de la figura 4.5 muestran una dependencia de 77
 t m con e dife-
rente según sea a > 1 ó < 1. Esto es consecuencia de la adimensionalización realizada 
pues en el tiempo característico empleado interviene e. Si tenemos en cuenta que el 
tiempo característico definido en (3.2) puede escribirse como: 
_ 1 cpRT29eElRT> 
c
 ~ e nqBE 
el tiempo de ignición dimensional está determinado por 
t. -__ W * ) cpRT¡eElRT- ^ flim(a) tq 
%9,
 ef{e,(r) nqBE ef(e,a) n 
El factor Tiim(cr)/ef(e, <x) es el tiempo de ignición relativo al químico y es 
función no sólo de o sino también de e, ya que el tiempo característico de ignición 
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respecto del químico es una potencia de e cuyo valor depende del ángulo. Como puede 
observarse en la figura (4.6) este factor presenta el comportamiento esperado, es decir, 
para o fijo tig,2D es una función decreciente de e. 
Por último podemos comparar el tiempo de ignición bidimensional con el 
unidimensional suponiendo que éste es igual a tc dado por (2.2) con D = 1. El cociente 
de ambos es: 
•••-- iigjD _ •2g7:Um(g;) 
cuya gráfica se encuentra en la figura 4.7. Cuando o —• 2 el cociente tig¿Dftig,\D ~+ 1 
y por tanto f/¿m —• 1/8 lo que concuerda con los resultados numéricos (fig. 4.4). 
La transición hacia el proceso de ignición unidimensional cuando a —» 2 puede 
apreciarse en el desplazamiento hacia el interior del sólido que experimenta el punto en el 
cual tiene lugar el incremento máximo de temperatura (fig. 4.8), para a = 2 está situado 
en £ = oo lo que hace necesario introducir la zona de conducción inerte no estacionaria 
que figura en el caso unidimensional. Este desplazamiento está asociado al aumento del 
tiempo característico de ignición a consecuencia de la dependencia con a que presenta 
la temperatura inerte. El orden de magnitud del mismo puede estimarse mediante 
un procedimiento muy similar al empleado en el capítulo 1 pero con la variación de 
temperatura inerte que corresponda. A partir de la expresión para </?¿ es fácil comprobar 
que cerca del vértice se verifica (T8 - T)/(T8 - T0) ~ (r/£t)2/(r, siendo £t el espesor de 
la capa de conducción. En el instante de ignición Ts — T ~ RT2 /E, temperatura de 
Frank-Kamenetskii, y f ~ £r, espesor de la zona de reacción, lo que determina la relación 
entre los espesores de ambas capas ír ~ ¿te*'2, que finalmente conduce a t{g *•* tqe~°'. 
Al aumentar el tiempo de ignición la onda térmica se propaga a distancias mayores con 
lo cual tanto su espesor como el de la zona de reacción aumentan. Por tanto el punto 
donde i/> es máxima, que puede tomarse como representativo de la zona de reacción, está 
situado en valores de £ crecientes con o. Cuando a es próximo a 2 la longitud rc con 
que se ha adimensionalizado el problema, y que es el espesor de la capa de conducción 
correspondiente a íc , es demasiado pequeña por lo cual los valores de £ donde la reacción 
no está congelada dejan de ser de orden unidad. Teniendo en cuenta los cambios de 
variable independiente realizados puede encontrarse que la relación entre £ y r es r = 
£>/r£:<r/2, de manera que si e no es suficientemente pequeño los valores de r en esta región 
no congelada pueden ser de orden unidad, con lo cual la aproximación empleada para 
la solución inerte deja de ser válida, siendo necesario retener más términos de la misma 
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cuyo efecto es aumentar localmente la temperatura inerte obteniéndose un tiempo de 
ignición menor que el dado por r/¿m. Esto explicaría que la gráfica de tig¿D/tig,iD 
correspondiente a e = 1/10, y en menor medida la correspondiente a e = 1/25, presente 
un comportamiento anómalo para a > 1.7 consistente en tig,iDl^ig,\D > 1. 
4.3 IGNICIÓN E N U N CONO DE SEMIANGULO 0» (0 < fl„ < TT/2^ 
4.3.1 Formulación y adimensionalización 
La conducción de calor no estacionaria en un sólido reactivo definido por 
r>0y0<B<6o (coordenadas esféricas) con las hipótesis usuales respecto de los 
parámetros físico-químicos y la hipótesis adicional de simetría de revolución, puede 
formularse mediante: 
dT , 
r2 df V df J f2sen0 d6 
d (
 üdT 
sen0
-dB 
r(f,0,o) = ro 
+ pQBe-E'RT (4.16a) 
(4.16b) 
T{r,B0,i) -Ts = T f(oo,0,t) - T0 = T*(f,0,0 = 0 (4.16c) 
La condición To(f, 0, t) = 0 puede considerarse como una condición de regularidad para 
la función T, consecuencia de la hipótesis de simetría. 
Introduciendo los parámetros adimensionales a = (Ta—T0)/Ts y e = RT3/Ea, 
tomando como valores característicos de t y f: 
*, 
Qc p T 3 
r„ = 
nQBe-E/RTs 
aXTs 
7rpQBe-E/RT-
(4.17) 
y definiendo como nuevas variables: 
T = í/¿c , 
r = f/rc, 
y = cosí?, 
(4.18) 
v = (r - r.)/(r. - r.) 
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el problema (4.16) adopta la forma: 
— = Atp + - exp 
OT Tt 
<¿>(r,y,0) = 0 
<p-l 
e l + a ( < p - l ) . 
<¿>(r> í/o, r ) - 1 = v?r(oo, y, r ) = 0 
(4.19a) 
(4.19b) 
(4.19c) 
en el dominio definido por r > 0 e y0 = eos 0O < y < 1, y donde A representa él operador 
de Laplace 
que como antes será designado en lo sucesivo mediante A sin hacer referencia a la 
variable radial. Obsérvese que en las condiciones (4.19c) no aparece la correspondiente 
a T^(f, 0,t) = 0 pues en la variable y ésta se verifica imponiendo simplemente que 
<py(r, 1, r ) esté acotada. 
En el apéndice 4.2 se detalla el procedimiento para calcular la solución inerte 
correspondiente al problema (4.19) así como su expresión aproximada para r/2y/r <C 1. 
Esta es: 
9 / r \" 
(4.20) ^~i-h(v)p^(^y 7T 
donde v es el mínimo de las raíces positivas de PM(y0) = 0, siendo Pji(y) la función de 
Legendre de orden (i, y fc(i/),una constante definida por 
*(!/) = TT r(*±¿) /dp r ( t f . ) 
- 1 
2 i / r ( i / + §) V ¿i/ 
Las figuras 4.9 y 4.10 muestran las gráficas de v(y0) y k(v) 
(4.21) 
Tomando como nuevas variables ( = r/2-y/r, variable de semejanza del pro-
blema inerte, y r/> = <p — <¿>j el problema (4.19) puede escribirse como: 
dtb ~dib ~ 4r 
4r -^- - 2 f - j = AV> + — exp 
OT di * 
í(f,y,o) = o 
1 * - \k{y)P¥{y)t 
_£ l + a ( ^ + y ? , - l ) _ 
í ({, 2/o, r ) - 1 = ^ ( o o , y, r ) = 0 
(4.22a) 
(4.22b) 
(4.22c) 
De nuevo deducimos que en la zona de reacción las variable apropiadas son tp = i/>/e y 
f = (4fc(i/)/7re)2/,/f, que llevadas a (4.22) dan lugar, una vez linealizado el término de 
112 
Arrhenius, a la siguiente ecuación: 
vef(e, v) T7fr~2~d( 
r / (e , i / )exp 
= A^+ 
tf - ^PÁV)C i i _ ae (^ _ ip,(y)r) + o(e) (4.23) 
siendo / ( e , i/) = (Tre/^)- 1 * 2 /^**») 
, cuya gráfica (figura 4.11) indica que para va-
lores del semiángulo menores que 7r/4 este factor crece rápidamente dejando de ser 
de orden unidad y, en consecuencia, sería necesario retener la derivada temporal. Las 
razones físicas para que esto ocurra son análogas a las expuestas anteriormente. 
Suponiendo que e y v son tales que e/(e, v) — o(l) (fig. 4.12) y con f = 
r f(e, v) el problema que determina la temperatura en la zona de reacción es: 
ArP + f exp U - \PÁy)C) = 0 
^UiVo) = V^(°°,í/) = o 
(4.24a) 
(4.24b) 
4.3.2 Problema exterior (£ ^> 1) 
Cuando { >> 1 la reacción química está congelada excepto en una capa límite 
próxima a y = y0 y cuyo espesor es tal que Pv{y)íP = ^(1)- Si usamos como variables: 
i £ , P , ( y . ) ( } 
n = Í/Coo 
la ecuación en la capa límite es en primera aproximación: 
que resuelta con las condiciones F(0) = 0 y F'(oo) < oo permite escribir: 
V>cí = { ^ - " ( l - y j j m ' i y ^=Tr(l-exp(-i7
,
'x)) 2 ( i / - l ) (4.25) 
siendo m = dPv(y0)/dy. 
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En el exterior de la capa límite, donde y — y0 = (9(1), hacemos 77 = £/£(» y 
G = ip£o¿~ obteniendo a partir de (4.24) 
AG = 0 (4.26a) 
G{77
'
 Vo)
 "
 m 2 ( l - y 2 ) 7 7 2 ( , - l ) = G& ^ ~ 9 ^ = G ^ ° ° ' ^ = ° ( 4 ' 2 6 b ) 
donde g(y) es la temperatura en rj — 1 multiplicada por foo ~ y 4 f /m 2 ( l — y2)»?2^"1) 
es el valor de la temperatura aparente en y = y0. Este problema se resuelve como en 
casos anteriores mediante Í7(T/,J/) = G(r),y) — G(rj,y0) que transforma (4.26) en: 
A a = _ A ( 2 , - g 2 , - 3 ) ( 4 2 7 a ) 
¡7(1, y) - <Ky) + G(l, y0) = 17,(00, v) = ^O?» Vo) = O (4.27b) 
donde A = 4f /m 2 ( l — y2). 
La función U(r),y) puede expresarse mediante 
U(rj,y)= ^ fk(r¡)wk(y) 
k£K 
donde K = {1/, . . . } es el conjunto de las raíces positivas de la ecuación Pk(y0) = O, 
y u>k(y) — Pk(y)/\\Pk(y)\\ de manera que {^k)keK constituye una base del espacio V 
definido en el apéndice 4.2. 
Teniendo en cuenta que 1 = 53a¿tu>*(y) c o n a* definido en (A.4.2.6) y que 
¡7(1, y) = ^2 hkUk(y) con 
keK 
h= í (g(y)-G(l,y0))u>k(y)dy 
el conjunto de ecuaciones para calcular fkM e s : 
V2^¡r + 2 v ^ - Hk + l)f„ = -(21/ - 2)(2* - 3 ) A - j ^ l y (4.28a) 
/*(1) ~h = / í(oo) = O (4.28) 
cuyas soluciones pueden escribirse como: 
fk(v) = AkV~ik+1) + BkV-2^-^ (4.29) 
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siendo 
Ak =bk — Aak~—-— 
dk — cv 
Bk = Aajfc dk ~ c„ (4.30) 
cv = (2i/ - 2)(2i/ - 3) 
dk = k(k + 1) 
y siempre que dk — cv ^ 0. Cuando ésto no ocurra será necesario incorporar soluciones 
logarítmicas. Es fácil comprobar que dk — cv = 0 si i/ > 3, con lo cual si se verifica 
1 < v < 3 la solución está dada por (4.29) y (4.30). Esta restricción no es demasiado 
importante pues v > 3 corresponde al rango B0 < 40° en el que este modelo deja de 
ser aplicable. Por otra parte puede comprobarse que, al igual que ocurría en el caso 
bidimensional, la expresión de la derivada de \¡> no se modifica por la presencia del 
término logarítmico. De manera que la limitación anterior sólo debe tenerse en cuenta 
cuando haya que utilizar las funciones fk(v)-
La función G(r¡, y) admite, por tanto, la siguiente representación 
*6Jr l dk~°" > 
(4.31) 
¡^ E "»(»)(*+*) {** +
 2 f + h -2Aak} (4'32) 
de donde 
d^ext(íoo,y) _ 
Una vez calculado el flujo de calor en ^ que corresponde a la temperatura VKÍOOÍ y) = 
g{y)IÍ^~2 se resuelve el problema interior utilizando (4.32) como condición de contorno. 
4.3.3 Problema interior ({ = O(D) 
En la región 0 < f < £0©, y0 < y < 1 el problema a resolver es: 
AV> + fexp U - ^ ( y ) £ " ) =~0 (4.33a) 
iK£, ^ ) = ^(íoo, y) - d^ext(Ufy)/d( = o (4.33b) 
La discretización de (4.33) se realiza de modo análogo al expuesto en el apéndice 3.4 
usando como variables x — ln({ + l)/ln(foo + 1) y * = (y — yo)/(l — yo)- Debido a la 
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ausencia de condiciones de contorno en y — 1 el esquema de diferencias que aproxima 
dip(£, l)/dy no puede ser centrado y es necesario emplear un esquema del tipo 
^ ^ 1 ~ e, V(í, 1) + c2 V(£, «»_i) + c,V(í, z„-2) 
que es de orden k2 cuando la malla es uniforme. Esta aproximación modifica ligeramente 
la estructura de la matriz B*. 
Para cada valor de y0, y por tanto de v, el valor de ^ debe elegirse de 
manera que se verifiquen simultáneamente: 
4.3.4 Resu l tados v conclusiones 
El problema 4.33 se ha resuelto para el rango de valores de 0o definido por 
22° < 90 < 87°. Tanto los resultados obtenidos como las limitaciones del modelo son 
muy similares a los del caso plano analizados en el epígrafe 2.4 de este capítulo. 
Para 0o = arccos(l/v3) ~ 54,7° se obtiene v(y0) = 2 lo que representa 
la situación equivalente al ángulo recto del caso plano, en la cual fj¿m = rj¿m pues 
f(e,u) = 1. Las figuras (4.13) a (4.16) muestran diversos aspectos de la solución de 
(4.33) cuando y0 = l / \ / 3 : relación f/im = f/¿m (||^||oo) (fig. 4.13), gráficas de II>(£,0,T) 
(fig. 4.14), perfiles del incremento de temperatura en el eje del cono (fig. 4.15) y en 
el radio máximo del dominio £<» (fig. 4.16). Las semejanzas entre esta solución y la 
correspondiente al ángulo recto son evidentes. Los valores de f/¿m en uno y otro caso 
son también muy parecidos: 2.798 en el cono frente a 2.547 en la esquina. 
La figura (4.17) representa f/¿m como una función de 0O. A partir de ésta 
pueden calcularse r/¿m = f / im / / (e , v) (fig. 4.18) y fnm/ef(£, v) (fig. 4.19) que muestra 
la dependencia del tiempo de ignición con e. Cuando 0O —»• TT/2 la relación entre el 
tiempo de ignición para el cono, <¿5j3£>*, y el unidimensional tig,\D debe tender a la 
unidad lo que determina que f/tm —* 1/8. De nuevo esto confirma la validez de los 
resultados numéricos de la figura (4.17). 
Al igual que en el caso bidimensional el modelo falla cuando el ángulo es 
pequeño (del orden de 7r/4 si e = 1/10 y del orden de 7r/6 cuando e = 1/100), pues los 
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efectos no estacionarios son de orden unidad o mayores, y cuando B0 es próximo a 7r/2 
y £ < 1/25 como consecuencia de la mayor extensión de la zona reactiva que invalida la 
aproximación empleada para la temperatura inerte. 
Si se comparan los tiempos de ignición tig,2D y tig,zD* correspondientes a un 
mismo valor del ángulo a0 de la cuña y del cono (a0 = cnr/2 para tig¿D Y <^o — 20o 
para ¿»fl,3£>*) se encuentra que debido al mayor efecto geométrico en el cono la relación 
tig,2D/tig,zD* e s mayor que la iinidad si bien ambos son del mismo orden (fig. 4.21). 
Para cada a0 tig¿Dltig,$D* e s u n a función decreciente de e pues se comporta como 
una potencia de 1/e cuyo exponente es menor que la unidad, según se desprende de 
la adimensionalizacion realizada en el apéndice A.4.1, o bien de tener en cuenta que 
tig,2D¡tig,3D* a e2tv~a y, como puede comprobarse, —.25 < 2/v — o < 0. 
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Figura 4.1 Gráfica de la función C(a). 
10. 
/ ( £ , * ) 
1 1 1 1 p r—ir-n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T— " 
• ^J\l • 
1 1/25^YV\\\ -
1/50 ^^}M 
1/75 ^ ^ \ VÍA 
Í/IOO^^A \ \ Í '_ 
.5 1.0 1.5 2.0 
Figura 4.2 Gráfica de la función f(e, a). 
118 
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1.0 
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15. 
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£=1/10 
- I I L. 
1.5 .-
Figura 4.3 Gráfica de la función ef(e,cr). 
.5 
2.0 
2.0 
Figura 4.4 Valores máximos de f, f/¿m(<7), para los que el problema (3.7) admite 
solución. 
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Figura 4.5 Tiempo adimensional de ignición, Tnm = f / t m / / (£ , v), correspondiente a 
la cuña. 
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Figura 4.6 Relación entre el tiempo de ignición y el tiempo químico para la cuña. 
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Figura 4.7 Relación entre el tiempo de ignición de la cuña y el del caso plano. 
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Figura 4.8 Valor de £ en el cual se alcanza el máximo incremento de temperatura. 
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Figura 4.9 Orden de la primera función de Legendre que verifica P„(cos0o) = 0. 
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Figura 4.10 Gráfica de la función k(v) 
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Figura 4.11 Gráfica de la función / (£ , v). 
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Figura 4.12 Gráfica de la función £/(£, v). 
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T 1 r 
r 
Figura 4.13 Gráfica d e f = f(||í/>||00) correspondiente a 60 = arccos(l/V3)-
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Figura 4.14.a Incremento de temperatura en f = 1.0 (60 = arccos(l/ \ /5)). 
Figura 4.14.b Incremento de temperatura e n f = 2.0 ( 60 = arccos( l /vo)) . 
f $ = e< 
Figura 4.14.C Incremento de temperatura en f = 2.5 (90 = arccos(l/ \ /3)) . 
Figura 4.14.d Incremento de temperatura en f = fum (0o = arccos( l /v¿)) . 
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Figura 4.15 Incremento de temperatura en el eje para distintos valores de f (0o — 
arccos(l /v3)) . 
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Figura 4.16 Incremento de temperatura en £oo = 25 para distintos valores de f ( 60 = 
arccos(l/\/3) )• 
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Figura 4.17 Valores máximos de f, f/jm(0o), para los que el problema (4.24) admite 
solución. 
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Figura 4.18 Tiempo adimensional de ignición r/ im = f/¿m//(e, v) correspondiente al 
cono. 
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Figura 4.19 Relación entre el tiempo de ignición correspondiente al cono y el tiempo 
químico. 
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Figura 4.20 Relación entre el tiempo de ignición del cono y el del caso plano. 
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l.i 
Figura 4.21 Relación entre el tiempo de ignición de una cuña y el de un cono para 
un mismo valor del ángulo en el vértice. 
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APÉNDICE 4.1 
IGNICIÓN EN U N A ESQUINA TRIDIMENSIONAL. FORMULACIÓN 
El objetivo de este apéndice es formular el problema que habría que resolver 
para analizar la ignición en un sólido semiinfinito que ocupase la región del espacio 
definida por x > 0, y > 0, z > 0. El resultado más interesante será el orden de 
magnitud del tiempo de ignición que permitirá realizar una comparación con los casos 
unidimensional y bidimensional. 
Una vez adimensionalizada la ecuación de conservación de la energía con las 
hipótesis y variables características usuales se obtiene: 
ip(x,y,z,0) = 0 
<¿>(0,y,2,<) = ^(x,0,z,<) = ip(x,y,0,t) = 1; <¿>r(oo,t) = 0 
La distribución de temperatura inerte para este caso es la solución de: 
dt Y 
<¿>i(x,y,z,0) = 0 
<p¡(0, y, 2, t) = tfi(x, 0,z, t) = <pi(x, y, 0, t) = 1; <¿>¿,r(oo, t) = 0 
que está dada por: 
^
 = 1
-
erffe)-erf(*)-erffe) 
En puntos próximos al origen y usando coordenadas esféricas puede ponerse: 
(Pi = 1 — ( —=. ) i —=. ) sen20 cos# cos<¿sen<¿ + o(r3) \V*J \2y/tJ 
Cuando se toma como variable tj> = <¿> — ípi el término de Arrhenius indica que la zona 
de reacción está definida por ( r /2\ / t ) = G(e1^z) y que en ella \j) = O(e). Llamando 
\j) = t/)/£, £ = (2/y/7r)(r/2y/i)/e1/3 y f(0,</>) = sen20 cos0 eos <f> sen<f> se llega a: 
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Cuando e —• 0 el problema es: 
AV> + rexp[^-£ 3 / (M)] = 0 
</>(r, TT/2, j,) = ^(r , 0,0) = V(r, 0, TT/2) = ^ r(oo, 0, </>) = 0 
con r = Trt/e1'3. De nuevo este problema es análogo al de Frank-Kamenetskii, admi-
tiendo solución para valores de r menores que un cierto valor máximo de orden unidad. 
Por tanto el orden de magnitud del tiempo de ignición es e1/3. 
Si se toma como referencia el tiempo característico bidimensional para la 
esquina de ángulo 7r/2, ¿2> el tiempo unidimensional es ti ~ t2/0(e), mientras que el 
asociado al triedro es t3 = t2 • 0(e)1'3. El efecto geométrico modifica sustancialmente 
la ignición unidimensional pero es menos importante cuando se comparan situaciones 
bi y tridimensionales. 
132 
A P É N D I C E 4.2 
SOLUCIÓN I N E R T E P A R A EL C O N O 
Consideremos el problema: 
chp _ a v 2 ¿v i d_ /
 2 d¡p\ 
di " 5r2 + r ar + r 2 ^y V ^ y j 5 y J (A.4.¿.la) 
<¿>(r,y,0) = v?(r,y0,t) - 1 = <¿>r(oo,y,f) = 0 (A.4.2.1b) 
en el dominio definido mediante r > 0, yo < y < 1. 
Mediante la transformada de Laplace eliminamos la derivada temporal, de 
manera que si es 
<p(r,y,s)= / e at<p(r,y,t)dt " 
Jo 
la ecuación para (p es: 
&<p 2dCp Id A
 2 ^ \ - ^ 
con las condiciones: 
<f(r,yo,s) - 1/s = <p(oo,y,s) = 0 
Haciendo v = <p — 1/s obtenemos: 
+ - 5 " + - r ^ - (1 - ?/2)^- - 1 - 5V = 0 (A.4.2.2a) 5r2 r dr r2 ay V ay 
v(r, yo) = v(oo, y) -f - = 0 (A.4.2.2b) 
Podemos considerar a v(r; y) como una función de r con valores en el espacio de funciones 
V definido mediante: 
V = {/ 6 L 2 (y 0 , l ) , / (yo) = 0 J / ' ( 1 ) | < oo} 
Estudiemos a continuación el problema de autovalores 
a A . ,2\du\ ,
 X2. 
— f ( x _ ^ ) _ . + A ^ = 0 (A.4.2.3) 
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con u(t/o) = 0. Haciendo y = 2z — 1 la ecuación anterior se transforma en : 
z(l - z)u" + (1 - 2z)v! + A2u = 0 
que corresponde a la ecuación hipergeométrica [GR, p.1045]: 
2(1 - z)u" + [c - (a + b + l)z]u' - abu = 0 
con c = 1, a+f> = 1 y a6 = — A2. Si a = — 1/, las dos soluciones linealmente independientes 
son las funciones de Legendre de primera y segunda especie, que pueden expresarse 
mediante las funciones hipergeométricas como [GR, p.1016]: 
P„(y) = F ( - i / , i / + l ; l ; ( l - y ) / 2 ) 
r ( i / + l ) r ( l / 2 ) 1 / 1 / + 2 i/ + l . 2I/ + 3 . 1\ 
WvKV)
 2 "+
l r ( i / + 3/2) y"*1 V 2 ' 2 ' 2 ' y V 
Como Qv{y) tiene una singularidad en y = 1 la única solución válida es Pv{y). 
Los autovalores son las raíces positivas de la ecuación Pv(yo) = 0. La norma 
de las autofunciones puede calcularse de la siguiente manera. Sean v y ¡i tales que 
P„(yo) = 0 y Pfi(yo) 7^  0. Multiplicando por PM la ecuación (A.4.2.3) para Pv y por Pv 
la de P^ y restando ambas obtenemos: 
"'"> = (,-,0¿+m + l) {P4 O1 " "^ ) " P 4 ((1 " ^  t ) } 
que integrada entre yo y 1 da lugar a: 
/W(^=T:\)dTo)— 
7yo I/ + /Í + 1 dy / i - i / 
Si calculamos el límite /i —» 1/ llegamos a: 
l|P,G/)U2 = AftWpd» = Jl^lÚE^l^l
 (A.4.2.4) 
Jj,0 2i/ + 1 dy di/ 
Las autofunciones ^ ( y ) definidas mediante w„(y) = P | /(y)/| |PJ /(y)|| constituyen una 
base de V respecto de la cual puede escribirse: 
"(HS/) = £ > ( ' > < ' ( ! ' ) • (A.4.2.5) 
V 
Antes de llevar (A.4.2.5) a (A.4.2.2) necesitamos desarrollar 1 en serie de las 
funciones uv(y): 
1 = y^q„a;„(y). 
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Los coeficientes av están dados por: 
1 f1 
a
"
 =
 iip / MI / pÁv)&y 
\\PÁV)\\ Jyo yo 
Teniendo en cuenta [GR, p.7¡94] y [GR, p.1005] la integral anterior puede escribirse 
como: 
de donde 
yo ^ + 1 ) dy 
y20)áPt/(y0)/áy - f 2i/+ 1 (l + l 
fl
"- [„2(„ + l)2 _, •dP„(y0)/di/ 
Al llevar (A.4.2.5) a (A.4.2.2) se obtiene la siguiente ecuación para cada fv\ 
(A.4.2.6) 
d r 2 ir dr 
cuya solución puede buscarse de la forma 
+ —-: • 5 U -sfv-ap=0 (A.4.2.7) 
expresión que llevada a (A.4.2.7) da lugar a: 
a * + ¡°° gv{u)^0-{s^u2)áu (A.4.2.8) 
Jo V w r 
Tomando A; = i/ + 1/2 el miembro de la izquierda en la ecuación anterior es nulo y si se 
tiene en cuenta [GR, p.684] que: 
(A.4.2.8) es equivalente a: 
Jv+1/2(7) T(l//2) 
3/2 ^ v^(i/ + i)r((i/ + i)/2) 
de donde: 
Una vez determinadas las funciones / „ y por t an to la función v se tiene 
^ + i ( ° " r ) 
v = c i \- + Ylüj''(y} / ^W' y— dr y/<rr 
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Mediante las transformadas inversas de Laplace de 1/s y 1/(5 -fi¿2) llegamos a: 
que puede ponerse como: 
£3/2 
—-^E^^aSfcr^wo* (»/» 
El desarrollo de <p para r < l puede obtenerse a partir del desarrollo de J „ + i 
pues cada uno de los integrandos de (A.4.2.9) es exponencialmente pequeño cuando 
f = 0(1). Por tanto con J„ + i ( { ) = ( £ / 2 ) " + i / r ( ^ ) se obtiene 
y00 _ Í ÍL _ _ ¿Í 1 rfr/2) / 
+ l)r( i / + l /2) V2VÍ 
con lo cual 
^ ( r < l , y , í ) ^ l - ^ ( « / ) P v ( y ) í 2y/i 
siendo v el real más pequeño que verifica P„(yo) = 0 y k(v): 
• M - - ; - ^ 2 i/r(i/ + 1/2) 
dP„(y0) 
di/ 
- 1 
Otro método para localizar la solución de (A.4.2.1) es observar que admite 
solución de semejanza de la forma <p = <p{£,y) siendo f = r/y/i la variable de semejanza, 
de manera que (p satisface la ecuación 
-|^
 = ^  + r , + ?-^(l-y2)¿J 
y las condiciones de contorno 
V>(f,yo)-l = <p(oo,y) = 0 
que puede resolverse mediante el método de separación de variables. 
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A P É N D I C E 4.3 
DESARROLLO D E f(x^ E N SERIE DEL S U B C O N J U N T O D E 
FUNCIONES DE LEGENDRE QUE VERIFICAN PJyn) =0 
Las funciones de Legendre Pv{y0) tales que Pv(y0) — 0 forman el conjunto 
de autofunciones asociadas al problema de Sturm-Lioville 
é(<1-'>E)+A,«-0 (A-4-3-1) 
con u(y0) = 0 (0 < y0 < 1). Los autovalores correspondientes son A2 = v{y + 1 ) , siendo 
v las raíces positivas de Pv(y0) — 0. 
Un resultado general de la teoría de autofunciones y autovalores [CH, pp. 
424-427], [TI, pp. 19-21] muestra que el conjunto de funciones ^ 
V = K ( x ) = Pv{x)l\\Pv{x)\\,P„{y0) = 0} 
constituye un sistema ortonormal completo de Zr2(y0,l) respecto del cual toda f(x) E 
L2(y0,1) puede expresarse mediante 
/(x) = £ 6 ^ 0 * 0 (A.4.3.2) 
siendo K =
 wkñO{xWx)dx (A-4-3-3) 
y 
PV(*)I|2 = / [P„(x)]2d* (A.4.3.4) 
Supongamos ahora que f(x) no está definida de manera explícita sino única-
mente se conoce su valor en n •+• 1 puntos y0 = x0 < x¡ < xn+i = 1 (i = 1, . . . , n) siendo 
f(Xo) = 0. 
El problema de calcular los coeficientes 6* sé reduce a calcular numéricamente 
las integrales que aparecen en (A.4.3.3) y (A.4.3.4). En el apéndice A.4.2 hemos encon-
trado (A.4.2.4) que ésta última puede expresarse mediante 
L 1 PÁX?Ax = _ IzA^pA ^ M (A.4.3.5) y0 2i/ + l d i di/ v J 
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El factor (1 — y0)áPv(y0)/áx puede calcularse mediante la diferencia (v + 
l)y0P | /(y0) — vPv+i{y0) [GR, p.1005] y dP„(y0)/di/ puede aproximarse por: 
áv Zh (P„-2h(y0) - P„+2h(yo)) + 2{Pu+h{y0) - P„-h{y0)) (A.4.3.6) 
siendo h <C 1, lo que completa el cálculo de ||P|/(yo)||« 
Para calcular la integral de (A.4.3.3) descomponemos ésta en la suma de 
integrales sobre los intervalos [XÍ, x¡+\] (i = 0 , . . . , n): 
í f(x)P„(x)dx = ¿ r + 1 f(x)P„(x)dx 
Jy°
 t=o ^
x
* 
(A.4.3.7) 
En cada uno de estos intervalos aproximamos f(x) por el segmento de spline cúbico 
correspondiente: 
f(x) ~ SÍ(X) = c0,t + cM£ + c2,,f2 + c3,,£3 (A.4.3.8) 
con f = (x - s¿)/( l - í/o) y ar' € [x¿,a:¿+i]. 
De manera que 
/ X , + 1 / ( ^ P ^ d z = ¿ * " r , + 1 ( j r - s,-)^(*)<l* (A.4.3.9) 
Las integrales anteriores pueden calcularse manipulando adecuadamente la ecuación 
diferencial (A.4.3.1). Si llamamos: 
Kh *\ k) = / (x - xi)Pl/(x)dx 
JXÍ 
siendo v el fc-ésimo autovalor, los resultados que se obtienen son: 
(A.4.3.10) 
/(0,V*) = 
v{v + 1) d - í ) ^ /•I 2 N^í^t+l) . ( l . . X j + l ) _ _ _ 
I(jii,k) = 1 TT [i(x¿+i - s¿)J *(1 - x-+1)P | /(a:¿+1) (i/H-Í-4-l)(i/ —i) 
+ 2j2xil(j - 1, z, *) - j(j - 1)(1 - x])l\j - 2, t, A:) 
(A.4.3.11) 
- (xi+1 -Xiy(l-x2i+1 2 dP„(x¿+i) dx (i = 1,2,3) 
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Si v — j una de las expresiones anteriores no es válida, pero la integral puede calcularse 
directamente pues las funciones Pu(x) son ahora polinomios: 
J(i .U) = |(*?+i-*?)-7(*?+i-*?) 
J(2,i ,2) = ¿ ( * J + 1 - x=) - Jx ( (x í + 1 - *f) - i (x? - i ) (xf+1 - x?) 
7(3, i, 3) = ¿ ( x j + 1 - x¡7) - Jx , (x?+ 1 - x?) + | (3x? - g)(xf+1 - xf) 
"T" g ^*H-I ~ * • / ~ o '^ i + 1 — • ' 4 *^  *+1 — ' ' 
Una vez calculados los elementos I(j, i,k) la integral puede expresarse como 
/* p¥(x)f(x)dx = ¿ i ¿cifjjü,»',n} 
'
/
»«' «=0 (>=0 j 
lo que permite calcular los coeficientes hv del desarrollo de f(x) en serie de las funciones 
PÁV)-
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CAPITULO 5 
IGNICIÓN E N SOLIDOS FINITOS 
5.1 INTRODUCCIÓN 
La ignición de sólidos finitos con simetría de revolución (cilindros y esferas) 
producida por el aumento de la temperatura superficial ha sido considerada previamente 
en diversos trabajos. Merzhanov et al. [MAG] estudian la ignición integrando numéri-
camente la ecuación de conservación de la energía, suponiendo que tanto el número de 
Damkholer como la energía de activación son finitos y de orden unidad o, a lo sumo, 
moderadamente grandes. Posteriormente Poland ti al [PHK] realizan un análisis 
parecido considerando grandes energías de activación, pero todavía con números de 
Damkholer tales que la reacción sigue teniendo importancia en el interior del sólido 
lejos de la superficie. Sin embargo en la condición inicial que imponen á la temperatura 
(—0O = —E(TS — To)/RT8 ~ 10) está implícita la hipótesis de que la temperatura inicial 
es próxima a la crítica y por tanto muy superior, en general, a la ambiente. Obsérvese 
que formalmente debería ser —6Q —> — oo si Ts — T0 = 0{\). 
El número de Damkóhler que caracteriza la importancia relativa de los térmi-
nos de reacción química frente a los de conducción en la ecuación de la energía es: 
a
2pqBEe-ElRT< 
a
 ~ \RT* 
donde a y Tc representan, respectivamente, la longitud y temperatura características 
del sólido. Este parámetro puede interpretarse como el cociente entre los tiempos de 
conducción y químico o de explosión homogénea, o bien como el cuadrado del cociente 
entre la longitud característica del sólido y el tamaño de la zona de reacción o distancia 
de penetración de los efectos químicos. La teoría de Frank-Kamenetskii determina 
un valor crítico de Da de orden unidad por encima del cual se produce la explosión 
térmica a consecuencia de la no existencia de soluciones estacionarias de la ecuación 
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de la energía. Para un sólido dado, y por tanto con unos parámetros físico-químicos 
conocidos, su estado inicial, caracterizado por una temperatura Tc igual a la ambiente, 
debe razonablemente ser muy subcrítico. Por consiguiente el valor de Da calculado a 
la temperatura ambiente debe ser mucho menor que el valor crítico, es decir Da <C 1, 
lo que significa que el tiempo químico es mucho mayor que el de conducción. Esta 
situación puede modificarse aumentando bruscamente la temperatura superficial hasta 
un valor T¿, que se mantiene constante posteriormente, tal que el número de Damkohler 
a esa temperatura sea mayor que el crítico. Si Da es suficientemente grande se inicia la 
reacción en una capa superficial muy delgada, produciéndose la ignición en un tiempo 
corto frente al de conducción, con lo cual la capa calentada por efecto del incremento de 
temperatura superficial es delgada y con su escala el sólido aparece como infinito. Esta 
es la hipótesis bajo la cual se han realizado los análisis de los capítulos precedentes. 
Para números de Damkohler más pequeños que los anteriores, pero siendo 
todavía Da ^> 1, el tiempo de ignición aumenta, pudiendo llegar a ser del mismo orden 
que el de conducción. En estas condiciones la zona de reacción se mantiene como una 
capa superficial delgada pero la ignición se produce cuando la onda térmica generada 
por el incremento de temperatura superficial está alcanzando la región central del sólido. 
El espesor de la capa de conducción es ahora comparable a la longitud característica del 
sólido, lo que obliga a incluir los efectos del tamaño finito y de la forma geométrica en la 
distribución de temperatura de la zona inerte. En el curso del análisis determinaremos 
que en este límite distinguido Da = 0(1/e) en sólidos con aristas y Da = 0(l/e2) si su 
superficie no presenta singularidades. 
Cuando el número de Damkohler es superior al crítico y de orden unidad 
también se produce la ignición, pero ahora la zona de reacción se extiende sobre una 
parte importante del sólido, no pudiendo considerarse como una capa superficial. El 
estudio de la estructura de la zona de reacción debe incluir todos los factores geométricos 
que intervienen y no puede reducirse a un problema universal. 
El objetivo de este capítulo es analizar la ignición de sólidos finitos mediante 
técnicas asintóticas basadas en grandes energías de activación. Como anteriormente, 
aprovecharemos la existencia de soluciones analíticas para la distribución de tempe-
ratura inerte, que permitirán describir adecuadamente la etapa inicial de calentamiento. 
En los casos en que el número de Damkohler sea grande frente a la unidad la zona 
de reacción es muy delgada y su estructura es análoga a la encontrada en los sólidos 
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infinitos, si bien es necesario redefinir las variables para tener en cuenta la diferente 
distribución de temperatura inerte, e incluir así el efecto del espesor de la capa de 
conducción que ya no es necesariamente pequeño frente al t amaño del sólido. No será 
preciso, por tanto , realizar la integración de la ecuación correspondiente a la zona de 
reacción y podrán aprovecharse los resultados obtenidos previamente. Cuando Da = 
0(1) la zona de reacción es de tamaño similar al del sólido siendo necesario realizar 
la integración de la ecuación en cada caso particular. El análisis asintótico mostrará 
la existencia de dos etapas; durante la primera tiene lugar el calentamiento del sólido 
y la tempera tura está dada por la distribución inerte, lo que permite determinar su 
duración, mientras que en la segunda interviene la reacción química y es la ecuación 
correspondiente a esta etapa, en la que sólo aparece el número de Damkóhler como 
parámetro, la que debe integrarse. De esta forma se resuelve además la dificultad 
asociada a la condición inicial en el límite e —•> 0. 
5.2 I G N I C I Ó N E N S O L I D O S R E C T A N G U L A R E S .. 
5.2.1 Formulac ión v ad imens iona l i zac ión 
Consideremos, como ejemplo de la ignición en sólidos con esquinas, el caso 
de un sólido de sección rectangular Q, cuyos lados son a y b = £• a (£ > 1). Inicialmente 
su temperatura es T0 y en t = 0 la tempera tura de la superficie pasa a ser Ta > T0 
manteniéndose constante para t > 0. Suponemos además que T9 es mayor que la 
temperatura a la cual el número de Damkóhler alcanza su valor crítico. 
La evolución de la tempera tura para t > 0 puede describirse mediante el 
siguiente problema: 
dT 
pcp— = AÁT + pqBe-E/RT en Q (5.1a) 
t = 0: T = T0 en ü (5.1b) 
í > 0 : T = T, en afi . (5.1c) 
donde el significado de ¿>, cp , A, <?, B, E y R es el mismo que en capítulos anteriores, 
verificándose análogas hipótesis. 
Si realizamos la adimensionalización de la manera usual introduciendo los 
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parámetros a = (Ts - T0)/T9 y e = RT2/E(TS - T0) y definiendo las variables 
<p = (T-T0)/(T9-T0), x = x/a, y = y/a, r = t/ti (5.2) 
se obtiene la siguiente ecuación y condiciones iniciales y de contorno: 
— = A<¿> + ¿- —exp 
OT tq 
1 y-l 
. e H a ( ^ - l ) , 
r = 0 : <p = 0 en íí 
r > 0 : <¿> = 1 en díl 
en Í2=]0,l[x]0,¿[ (5.3a) 
(5.3b) 
(5.3c) 
donde tc = pcpa2/X es el tiempo característico asociado a la conducción de calor y 
tq = cpRT2eE'RT' /BqE es el tiempo característico asociado a la reacción química a la 
temperatura T8. El cociente tc/tq es el número de Damkholer, Da, que puede también 
escribirse como 
£>« = -
a2 { a s (5.4) 
B q E 
siendo £r la longitud típica de la zona de reacción. De (5.3a) es evidente que el término 
de reacción sólo interviene si (p — 1 = 0{e) y, por tanto, mientras sea <p — 1 = 0(\) la 
distribución de temperatura será la misma que existiría si el sólido no fuese reactivo. 
Esta distribución inerte, que desempeñará un papel importante, está dada por [CJ, 
p.173]: 
16 ^ exp[-{(2n + l)2 + ( ^ ) 2 } * : 
m,n=0 (2n + l)(2m + 1) 
ny sen(2n + l)irx sen(2m + 1)-^- (5.5) 
La expresión anterior es apropiada para r = O(l) pues el término exponencial hace que 
la convergencia sea muy rápida. Sin embargo para r <C 1 la convergencia es muy lenta 
y es necesario emplear otra expresión equivalente. Para ello utilizamos la identidad 
A ° ° 1 
4 v-^ 1 /« -N71"!/ 
— > senízm + 1)—— exp 
7T ¿-< 2m + 1 v ) i H 
m=0 
(2m + 1)27T2T 
i2 
erfc í — i — \2y/fJ = -Ew 
m = l 
e r f e f ü ^ V e r f c ^ - ^ 
2>/r 2v^ 
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que se encuentra al resolver la ecuación del calor unidimensional en [0, £]. La serie doble 
que interviene en (5.5) es absolutamente convergente y puede expresarse como producto 
de dos series, es decir: 
16 ^ exp[-{(2„
 + l)* + (^)2}^ 
m,n=0 (2n + l)(2m + 1) 
iry 
sen(2n + l)nx sen(2m + l ) ~ r = 
- E 2n+i sen(2"+1)7r* i Í E -^r^r—sen(2m+^f 
n=0 ./ V n=0 
y mediante la equivalencia anterior (5.5) se transforma en: 
(fi = 1 — erf x 
2^) \2^J 
(5.6) 
m,n=l 
erfc (i$?)~*(i5?) erfc m£ + y . 2 v ^ . — erfc 2yff 
Para valores d e r < l y d e x e y tales que 1 — x = 0(1) , £ — y = 0(1) los términos que 
figuran en el interior de los corchetes en (5.6) son despreciables de manera que 
(fi ~ 1 — erf x \ / y erf 0-<i) 2y/¥J \2^J 
mientras que para r = (9(1) puede ponerse a partir de (5.5): 
(r = 0(1)) 
(5.7) 
</?,- ~ 1 - e v i / / sen7ra; sen—— 
ir¿ t 
(5.8) 
Si x e y son pequeños frente a la unidad (5.5) siempre puede escribirse como: 
ipi = l - xyA(r,£) + o(xy) 
siendo 
16 A
^) = i E exp -
m,n=0 
(2n + i r + ( /2m + l 7T r 
(5.9) 
(5.10) 
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que a su vez admite las siguientes aproximaciones según se deduce de (5.7) y (5.8) 
1 
A(T,£) ~ — (r < 1) 
7TT 
16 
A(T,£) ~ -yexp [-(1 + 1 / ¿ V ] (r = 0(1)) 
(5.11) 
(5.12) 
Obsérvese que el factor I/TT en (5.11) es el mismo que se obtiene al considerar la 
solución inerte cuando el sólido es infinito. 
La figura 5.1 representa las gráficas de A(r,£) y de 1/TTT. De ella se deduce 
que para r < .05 la aproximación A ~ 1/TTT está totalmente justificada y que A varía 
muy poco con £, de forma que para £ > 2 las gráficas se confunden en una. 
La aproximación (5.12) y las gráficas de A(T,£) están dibujadas en la figura 
5.2. Se observa que cuando £ = 1 ésta es válida para r > .06 mientras que si / > 2, r 
debe ser mayor que .3 en cuyo caso (5.12) es prácticamente independiente de £. 
5.2.2 N ú m e r o de Damkoh le r D , ^> 1 
Cuando Da >• 1 la zona de reacción es muy delgada y está situada cerca de 
la superficie exterior. Fuera de esta zona la temperatura es la inerte, de forma que si 
utilizamos como variables x¡> = y> — <{>i y hacemos uso de las condiciones de simetría el 
problema (5.3) puede formularse como: 
1 ^ - ( l - y , , - ) dé 
-r2- = A</> + eDa exp 
OT 
0(x,y,O) = O 
£ 1 + a$ - 1 + <pi) 
0(0, y, r ) = 0(x, 0, r ) = ^ ( 1 / 2 , y, r ) = $,(x, 1/2, r ) = 0 
(5.13a) 
(5.13b) 
(5.13c) 
La ecuación (5.13a) muestra que en la zona de reacción V> debe ser de orden £ y que 
ésta está situada donde x, y <C 1 y tales que 1 — tfi = 0(e) , por tanto las variables 
apropiadas, teniendo en cuenta (5.9), son: 
V> = í / e ; (£, v) = (*> y)\/A(r,£)/£ (5.14) 
que llevadas a la ecuación (5.13a) y después de desarroljar el exponente del término de 
reacción transforman ésta en: 
eDa !££ + 1_<L4 / ¿ty> cty 
Adr ' 2A2 dr y d( *Vdr)J^ = A 0 + —• [exp(0 - (rf)] + o(e) (5.15) 
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Los términos situados a la izquierda representan las variaciones temporales de i¡) debidas 
a su propia derivada temporal y al efecto convectivo no estacionario asociado a la zona 
de reacción. Esta se expande a causa de que al ser A(T, í) una función decreciente 
del tiempo los valores de x e y para los que xyA(r, £) es de orden e son cada vez más 
grandes. Este hecho es consecuencia directa del avance de la onda térmica que conforme 
transcurre el tiempo amplía la región donde 1 — (p¡ = 0(e). 
Para los valores de r en que e/A y eAr/2A2 son despreciables frente a la 
unidad el problema a resolver es: 
A
^ + ^T e x P ^ " VÜ = ° (5.16a) 
iKí, r¡) = V>(£, 0) = ^ ( o o , r¡) = V>,(í, oo) = 0 (5.16b) 
que es el problema resuelto en el capítulo 3, expresado ahora en coordenadas cartesianas 
y que admite solución siempre que: 
^ 2 - < 2.547.. . (5.17) 
Por tanto la relación que verifican el tiempo de ignición r¿5, el parámetro e, el número 
de Damkhóler Da y la relación de esbeltez es: 
2.547 A(rig,£) = eDa (5.18) 
Para eDa ^> 1 la función A(r, i) está dada por (5.11) con lo cual: 
_ 2.547 
Tt9
 ~ nsDa 
o bien en variables físicas: 
^
 = 2
-
5<¿%«¿ (M9a) 
que coincide con el valor determinado en el capítulo 3 al analizar la ignición en una 
esquina, pues el tiempo de ignición adimensional es pequeño y la distancia que ha 
penetrado la onda térmica en el sólido, *s decir, el «spesor de la capa de conducción 
es también pequeño frente al tamaño del sólido lo que hace que éste aparezca como 
infinito. En este caso los resultados de los capítulos 3 y 4 son directamente aplicables. 
Si eDa = 0(1) el valor de A(TÍ9,£) es de orden unidad y por tanto r¿5 = 0(1). Este es 
el límite distinguido en que siendo la zona de reacción delgada pues Da ^ 1/e ^> 1 la 
onda térmica se ha propagado a distancias comparables al tamaño del sólido, de forma 
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que el tiempo de ignición depende, a través de la temperatura inerte, de las dimensiones 
a y b como puede comprobarse al obtener las expresión de tig a partir de (5.18) con A 
dada por (5.12): 
7r2 (a/6 + b/a) \ abpqBe~E/RT' J 
Nótese que en ambos casos se mantiene la estructura de la zona de reacción correspon-
diente a la esquina, siendo la distribución de temperatura inerte, que sí está afectada por 
el tamaño finito del sólido, la que mediante la función A(T, i) modifica los resultados. 
Este modelo constituye, una vez más, una descripción cuasiestacionaria de 
la zona de reacción mediante el empleo de variables (£, rj) adecuadas. Su validez está 
condicionada a que se verifiquen las desigualdades: e/A < l y (£/2A2) |dA/dr| <C 1 en el 
intervalo [0, r¿5]. A partir de la expresión (5.10) es fácil deducir que |A r | /2A > 7r2/2 > 1, 
de manera que si admitimos que los términos dip/dr, £(dip/d£) y r}(dtl>/drj) son de orden 
unidad es el factor e\AT|/2A2 el que determina el fallo del modelo. Este se produce si, 
una vez determinado T{g mediante (5.18), en algún punto del intervalo [0, Tig] se alcanza 
la condición e\Ar\/2A2 = O(l). Para los valores de r en que esto ocurre la función 
A(r, £) puede representarse muy aproximadamente por (5.12) con lo cual: 
g|A r | 7T2(l + l / l 2 ) g 
2A2 ~ 2 A 
y, por tanto, el fallo tiene lugar cuando 
i4(r,¿)~y(l + l//2)e 
En consecuencia (5.17) determina correctamente el tiempo de ignición si 
7T2 
A{?ig,l) > y ( l + l/¿2)¿ (5.20a) 
o, de forma equivalente, si 
32 1 
In 
¿ 5 < — 
7r2(l + l / ¿ 2 ) e 
ir»(l
 + l / * ) ( 5 * 2 0 b ) 
Teniendo en cuenta (5.17) la condición anterior puede expresarse en términos del número 
de Damkholer como: 
Da > * (1 + l/£2) ~ 4TT(1 + 1/f) (5.21) 
La figura 5.3, que representa la función 2.547A(r¿5,^), puede utilizarse para 
determinar TÍ9 una vez conocidos los parámetros e, i y Da si éste verifica (5.21). 
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Si sAT/2A2 = 0{\) pero e/A < l e s necesario retener parte de los efectos no 
estacionarios que aparecen en la zona de reacción aunque todavía es posible despreciar 
el término dip/dr. De esta forma, teniendo en cuenta (5.13), el problema a resolver es: 
TT2(1 + 1 /¿ 2 ) e A 0 0 dri\
 A. eDa .. . . 
con las condiciones de contorno (5.1b). El procedimiento numérico sería similar al ya 
empleado. Obsérvese que los nuevos términos sólo cuentan cuando r es próximo al de 
ignición pues inicialmente 1/A < 1. 
Al igual que los capítulos 3 y 4 el valor de rlfl determinado por (5.18) 
debe considerarse como una primera aproximación obtenida bajo la hipótesis cuasiesta-
cionaria. Esta falla cerca de r¿fl cuando expT/A no sea despreciable frente a la unidad, 
debiendo retenerse a partir de ese momento los términos del miembro de la izquierda 
en 5.15. El análisis de la etapa de transición subsiguiente puede realizarse mediante un 
procedimiento análogo al del apéndice 3.5. Cuando r¿5 sea suficientemente pequeño y 
A(r,£) esté correctamente representada por (5.11) se obtiene la misma correccción que 
entonces. En caso contrario es necesario realizar un análisis particular para A(r, £) dado 
por (5.12) lo que permite obtener el valor de la corrección correspondiente que ahora 
será función de la esbeltez del sólido. 
5.2.3 Número de Damkholer D - = O(l) 
Para valores Da = 0{\) el tamaño de la zona de reacción es comparable al 
del sólido y el procedimiento anterior, que aprovechaba el hecho de que la temperatura 
era la inerte excepto en una capa delgada para generar un problema universal, no es 
aplicable. 
La ecuación (5.3) muestra que el término de reacción no interviene hasta que 
<p — 1 = O(e). Con lo cual la temperatura en cada punto del sólido está determinada 
por la distribución inerte dada por (5.5) hasta que una parte importante del sólido está 
a una temperatura que difiere de la unidad en cantidades de orden e, a partir de ese 
momento la reacción química entra en juego. 
Cuando <¿>¿ — 1 = O(e) la temperatura inerte puede representarse mediante 
(5.12) en lugar de (5.5), de manera que el tiempo que hay que esperar para que esto 
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ocurra es del orden de re definido mediante: 
_ ln(l /e) 
cuya gráfica está representada en la figura 5.4. 
Debido a la condición de contorno ip = 1 existe siempre una capa próxima a 
la pared donde <p — 1 = 0(e) y en la cual debería retenerse el término de reacción incluso 
para valores de r menores que rt. Sin embargo al ser Da = 0(1) el tiempo que hay que 
esperar para notar el efecto de esta pequeña zona de reacción es también del orden del 
tiempo de conducción y, por tanto, no necesita ser analizada de forma específica. 
Si tomamos como variables f y i/> definidas mediante 
f = r-Te, V = (V - l ) /e (5.23) 
el problema a Tesolver en el límite e —» 0 es: 
f£ = AV + D.e* 
Or 
con la condición de contorno t/> = 0 en dQ, y la condición inicial resultante de im-
poner que cuando f —* — oo la solución tienda a la inerte —(16/7r2)exp(—7r2f(l + 
l/£2))sen(TTx)seii(7ry/£). Para aprovechar la simetría hacemos (£,77) = 2(a:,y), f = 4f 
y Da = Da/4 de manera ^ue el problema puede formularse como: 
| £ = AV> + Á , ^ (5.24a) 
f < _ l : ^ _ » _ l £ 8 e n I í g e n í 2 e - * ( i + » / < ' ) » (5.24b) 
7T^ 2 2 1 
^(0,7?,f) = V « , 0 , f ) = 0 (5.24c) 
El procedimiento numérico para resolver este problema se describe en el apéndice A.5.1. 
La solución de (5.24) presenta explosión, esto es i/> —• oo en algún punto para 
f = r¡g(Da,£), si el número de Damkohler es mayor"que el crítico. En los instantes 
próximos a f¿s, x¡> es grande frente a la unidad lo que corresponde al desarrollo de un 
"hot-spot" en una región muy pequeña situada en torno al punto donde se alcanza el 
máximo valor de i¡). Dold [DO] ha demostrado que este "hot-spot" posee una estructura 
asintotica universal que es independiente de las condiciones, tanto físico-químicas como 
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geométricas, que han producido la ignición. En particular la temperatura máxima es 
proporcional a — ln(ftfl — f), de forma que el valor de f¿5 puede determinarse a partir de 
los resultados numéricos imponiendo que x¡)max tenga este comportamiento. La figura 
5.5 muestra el tiempo de ignición ?ig = ftfl/4 en función Da para distintos valores de i. 
Puede apreciarse la existencia del valor crítico de Da para el cual T{g —» oo, alcanzando 
(5.24) una solución estacionaria para valores inferiores. 
En la figura 5.6 se ha representado la distribución de V> en el caso t = 1 para 
tres valores de Da de diferente orden de magnitud y cuatro valores de f. A medida que 
Da aumenta se produce la transición entre el régimen de autoignición (Da = 16), en 
el cual la temperatura aumenta en todos los puntos del sólido y la ignición tiene lugar 
en el centro, y el régimen de ignición (Da = 240), en el que el máximo de temperatura 
se ha desplazado hacia la esquina mientras que en la zona central la temperatura es 
aproximadamente la inerte y, debido a que el tiempo de ignición es corto, es mucho menor 
que la temperatura superficial. El caso intermedio (Da = 60) corresponde a la situación 
en la cual la onda térmica ha sido capaz, antes de producirse la ignición, de elevar 
significativamente la temperatura respecto de la inicial en todo el sólido, existiendo una 
región amplia en la cual <f — 1 = 0{e) y donde tiene lugar la reacción, cuyo efecto se 
transmite por conducción al resto del sólido si bien el punto de temperatura máxima ya 
no se encuentra situado en el centro. Este régimen puede considerarse como la frontera 
entre la autoignición y la ignición. Los resultados numéricos indican que el rango de 
valores de Da en que tiene lugar la transición entre ambos regímenes es 40 a 150. 
Mediante (5.23) podemos encontrar la relación entre Da y el tiempo de ig-
nición referido al de conducción tal y como se muestra en la figura 5.7. Se ha represen-
tado también el tiempo de ignición, r¿5, que se determina mediante la expresión (5.17) 
correspondiente a Da ^ 1. El valor de r^ determinado por (5.17) es inferior al que 
se obtiene a partir de (5.24) incluso cuando Da ~ 150 ^> 1. El error que introduce 
(5.17) es del orden del 15% originado principalmente por la omisión de los términos no 
estacionarios de (5.15) que son importantes cuando r ~ r¿ff. 
5.3 I G N I C I Ó N E N SOLIDOS C I L I N D R I C O S Y E S F É R I C O S 
5.3.1 Formulación y adimensionalización 
Mediante un procedimiento análogo al empleado en el apartado anterior 
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puede analizarse el proceso de ignición en cuerpos cilindricos y esféricos. Como antes la 
adimensionalizacion conducirá a dos situaciones muy diferentes: Da > 1 y Da — 0{\). 
Para la primera utilizaremos los resultados del capítulo 2, mientras que la segunda re-
querirá la integración de la ecuación de la energía con una condición inicial apropiada. 
Dado que el análisis para los casos cilindricos y esféricos es muy similar lo desarrollare-
mos de modo paralelo señalando las diferencias que se encuentran. 
La ecuación de conducción del calor en el dominio Q que representa el interior 
de un cilindro o esfera de radio a puede escribirse como: 
dT 1 8 
pcp-r- = A - 7 ^ : dt r¿ dr 
dT 
dr + PqBe-
ElRT (5.25a) 
siendo j = 1 para el cilindro y j = 2 para la esfera. Las condiciones iniciales y de 
contorno son: 
t = 0: T = Tfí en Q 
t > 0 : T=Tg en dü 
(5.25b) 
(5.25c) 
La adimensionalizacion se realiza definiendo los mismos parámetros y variables que en 
el caso anterior, excepto £ — r/a, obteniendo el problema: 
r = 0 : <¿>(£,0) = 0 
tp-1 
e l + a ( 9 - l ) 
r > 0 : <£>(!, r ) - 1 = < ^ ( 0 , T ) = 0 
(5.26a) 
(5.26b) 
(5.26c) 
5.3.2 Solución inerte para el cilindro 
La solución inerte correspondiente al caso cilindrico es solución del problema 
(5.26) con Da = 0 y está determinada por [CJ, p.328]: 
9 < = l - 2 £ ~alr Jo(
a
nO 
n = l a n J i ( t t n ) 
(5.27) 
siendo J¿ la función de Bessel de primera especie de orden i y an las raíces de J0(ot) — 
0. De forma análoga al caso rectangular la serie que interviene en (5.27) es muy 
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rápidamente convergente si r = O(l) . Para r C 1 es más conveniente emplear la 
siguiente aproximación [CJ, p.330]: 
donde ierfc(:r) = J erfc(s)ds. Para valores de f tales que 1 — { <C 1 siempre es posible 
escribir (5.27) y (5.28) en la forma: 
<Pi = 1 - (1 - 0 * i ( r ) + o(l - í ) (5.29) 
BI(T) se obtiene a partir de (5.27) teniendo en cuenta que: 
Jo(<xn() = J0(an) + o n J í (a„ ) ( f - 1) + anJi(an)(l - f) 
llegando a: 
oo 
„2 S 1 ( r ) = 2 ^ e - a » r (5.30) 
n = l 
Si r = 0(1) esta última puede aproximarse por 
Bi ( r ) = 2e" a * r (5.31) 
y si r -C 1 y tal que (1 — £)/2y/r < l , a partir de (5.28) se obtiene: 
B l W = - ¿ = - i (5.32) 
La figura 5.8 muestra la función B\(r) junto con las aproximaciones dadas por (5.31) y 
(5.32). 
5.3.3 Solución inerte para la esfera 
La solución de (5.26) con j — 2 y Da = 0 es [CJ, p.233]: 
^ = 1 + 4 7 — — sennTre e"™ * r (5.33) 
para r = 0(1) y 
para r < l . 
Cuando 1 - ^ < 1 puede escribirse 
¥>•• = 1 - (1 - t)B2(r) + o(l - 0 
donde 
B 2 ( r ) = 2 ^ e - " 2 " ^ 
n = l 
que admite las aproximaciones: 
para r = 0(1) y 
£ 2 ( r ) = 2t~* T 
B
^ = v ^ - 1 
deducida de (5.34) para r <C 1 y tal que (1 — £)/2y/r •< 1. 
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(5.35) 
(5.36) 
(5.37) 
(5.38) 
La función £2(7") y las aproximaciones (5.37) y (5.38) están representadas en 
la figura 5.9. 
5.3.4 Número de Damkohler D» ^> 1 
Al igual que ocurría en el caso rectangular la zona de reacción aparece como 
una capa superficial muy delgada de espesor 1/A/AB relativo al radio a. Fuera de 
esta capa la reacción está congelada y la temperatura está dada por la solución inerte. 
Empleando como variables ip =='• ip — <pi el problema (5.26) adopta la siguiente forma: 
1 ^ - ( l - y , , - ) di/> 1 d ^di¡>\ 
^( í ,0 ) = 0 
e 1 +
 a(V> - 1 + (fi) 
(5.39a) 
(5.39b) 
V( l , r ) = ^ ( 0 , r ) = 0 (5.39c) 
En la zona de reacción debe ser t¡> y 1 — tp¡ de orden e lo que teniendo en cuenta (5.25) 
y (5.29) conduce a las siguientes variables: 
^ = í / e , f) = (1 - OBj(r)/e 
que llevadas a (5.39a) proporcionan 
1 dt/> a v e2Dt 
B) Dr + B] ár V dr, 
£ 
+ TT-' 
(5.40) 
exp(V> — r¡) (5.41) Bj 1 - r/e/Bj dr¡ 'dr/2 ' B) 
donde se ha prescindido de los términos de orden e que aparecen al linealizar el exponente 
del factor de Arrhenius. 
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En el límite £ - * 0 y con e2DaIB2j{r) = 0{\) la ecuación anterior se reduce 
a: 
d2é e2D 
^ + - ^ e x p ( ^ - r 7 ) = 0 (5.42) 
que debe resolverse con la condición tp(0, r ) = 0 y la de acoplamiento con la región 
exterior. A partir de los resultados del capítulo 2 sabemos que este problema admite 
solución si: 
e
2Da ' l - 2 e l n £ _., N 
y por tanto la relación que determina el tiempo de ignición es: 
^-Vi^ i (5-43) 
En el valor crítico para e2Da/B2 se ha incluido el factor cine que está asociado a los 
efectos no estacionarios derivados de la condición de contorno en r¡ = oo. Esto supone 
que en la relación (2.47), deducida de (2.46) bajo la hipótesis de que la curvatura no 
afecta a la zona de reacción y que determina la corrección 6, se considera sólo el primer 
término ya que el factor b se determina al resolver la ecuación integral (-2.48) para la 
función A cuya condición de contorno en y —» oo depende ahora de la forma de Bj. 
Si e2Da ^ 1 también B2Arig) >• 1 pero esto sólo ocurre si BJ(T) ~ l/y/irr de 
manera que r < l y , por tanto, pueden aplicarse (5.32) y (5.38) pues como (1 — {)Bj = 
O(e) < 1 es (1 - Q/y/írr < !• A 1 u e v a r (5.32) y (5.38) a (5.43) se encuentra para rig: 
^ = 2¿A:(1-^r-2 £ l n £)«1 ^ 
que coincide con el resultado obtenido en (2.53) si se tiene en cuenta que en el cilindro 
R = p/a = 1 y para la esfera \/R = (1/i^i + I/-R2) = 2. Al igual que ocurría en el 
caso rectangular en este rango de valores de Da tanto la zona de reacción como la capa 
de conducción son delgadas pues Da > 1 y r^ < 1 comportándose el sólido como si 
fuese infinito. Si e2Da = O(l) la función Bj(r) está determinada por (5.31) ó (5.37) 
y, si escribimos Bj = 2e c>r con c\ = OL\ ~ 2.405 en el caso cilindrico y c<i = 7r en el 
esférico, el tiempo de ignición es 
de forma que el tamaño de la capa de conducción es del mismo orden que el radio 
del cilindro o esfera. Esta situación, que también se producía en el caso rectangular, 
ocurre ahora para valores de Da mayores debido a la ausencia de los efectos geométricos 
asociados a la esquina y, en general, a las singularidades de la superficie. 
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La validez de este modelo depende de que, suponiendo que \¡)T y ifiv son de 
orden unidad, los términos situados a la izquierda en (5.41) sean despreciables en el 
intervalo [0,T¿5] . Estos representan los efectos no estacionarios, ya mencionados en el 
caso rectangular, más el efecto de la curvatura en la zona de reacción. La ecuación 
(5.42) constituye un modelo cuasiestacionario y unidimensional en el cual la curvatura 
únicamente interviene a través de la función BJ(T) asociada a la distribución inerte 
de temperatura. Conviene recordar que en el análisis realizado en el capítulo 2 el 
parámetro v asociado a la curvatura era del orden de l/e2Da. Cuando e2Da "> 1 
ésta es muy pequeña y entonces BJ(T) ~ l/y/irr, que es el factor correspondiente a la 
distribución inerte unidimensional. A medida que e2Da disminuye la curvatura se hace 
más importante y ésto se refleja en la modificación de la expresión para Bj, de forma 
2 
que si e2Da = O(l) entonces es Bj ~ 2e~c>r. 
Las condiciones que deben verificarse para que el modelo sea aplicable son: 
e
2/Bj < 1 .- (5.46a) 
e2\B'j\/B2j < 1 (5.46b) 
e/Bj < 1 (5.46c) 
Cuando alguna de las relaciones anteriores sea de orden unidad en el intervalo [0, Tig] la 
ecuación (5.43) no es correcta. Para que esto ocurra debe ser BJ(TÍ9) < 1 de manera 
2 
que puede utilizarse la aproximación Bj(r) ~ 2e~c r. Al llevar esta relación a (5.46) y 
comparar los tres términos se encuentra que la condición (5.46b), correspondiente a los 
efectos no estacionarios en la zona de reacción, es la que determina el fallo del modelo. 
En términos del tiempo de ignición y del número de Damkhóler ésta puede expresarse 
mediante: 
Ti
'
<
 ? k í (5-47) 
Da > tj/2 (5.48) 
La relación (5.43) que determina el tiempo de ignición si se cumple (5.47) o 
(5.48) está representada en la figura 5.10. Respecto de la corrección asociada a los efectos 
no estacionarios pueden efectuarse consideraciones análogas a las del caso rectangular 
que por brevedad omitimos. 
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Las condiciones que deben verificarse para que el modelo sea aplicable son: 
e
2/Bj < 1 .. (5.46a) 
e2\B'j\/B2j < 1 (5.46b) 
e/Bj < 1 (5.46c) 
Cuando alguna de las relaciones anteriores sea de orden unidad en el intervalo [0, rlff] la 
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que puede utilizarse la aproximación Bj(r) ~ 2e~c r . Al llevar esta relación a (5.46) y 
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T¡9 < 3 k ~ " (5-47) 
cj £ C J 
Da > c)/2 (5.48) 
La relación (5.43) que determina el tiempo de ignición si se cumple (5.47) o 
(5.48) está representada en la figura 5.10. Respecto de la corrección asociada a los efectos 
no estacionarios pueden efectuarse consideraciones análogas a las del caso rectangular 
que por brevedad omitimos. 
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5.3.5 Número de Damkohler D,> = O(l) 
Al igual que en el caso rectangular cuando Da = 0(1) la zona de reacción 
es de tamaño comparable al sólido, debido a que los tiempos químico y de conducción 
son del mismo orden. Hasta que la diferencia <p — 1 no sea de orden e la reacción está 
congelada y la distribución de temperatura es la inerte. El tiempo que transcurre hasta 
que tfi — 1 = 0(e), deducido a partir de (5.27) y (5.33), es del orden de re definido 
mediante 
r. = ^ i ^ (5-49) 
Tomando como variables 
xl> = (<¿> - I)/e, T = T-re (5.50) 
el problema (5.26) en el límite e —* 0 es: 
T-+-OO< (5.51b) 
V> —»• — — e s i j = 2 
V>(l,f) = ^ ( 0 , f ) = 0 (5.51c) 
habiendo reemplazado la condición inicial (5.26b) por la que expresa el hecho de que 
cuando la reacción está congelada la temperatura es la inerte. 
El procedimiento numérico para resolver (5.51) está descrito, al igual que en 
el caso rectangular, en el apéndice A.5.1. 
Los valores de ?ig en función de Da que se obtienen a partir de los resultados 
numéricos de la integración de (5.51) y con el mismo criterio que en el caso rectangular, 
están representados en la figura 5.11. Para un mismo número de Damkohler el tiempo 
de ignición del cilindro es mayor que el de la esfera como consecuencia del mayor efecto 
de concentración de calor que presenta ésta. 
En las figuras 5.12 y 5.13 se han representado los perfiles de temperatura 
correspondientes a los instantes próximos a la ignición para distintos valores de Da, que 
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caracterizan los regímenes de autoignición, ignición y transición entre ambos. El rango 
asociado a la transición es prácticamente el mismo que en el caso anterior: 11-40 para 
el cilindro y 14-45 para la esfera (téngase en cuenta que el número de Damkohler en el 
cilindro y en la esfera está basado en el radio mientras que en el rectángulo lo está en 
el lado). 
Por último en las figuras 5.14 y 5.15 se comparan los resultados obtenidos 
mediante la teoría cuasiestacionaria (5.43) y mediante la integración numérica de (5.51). 
De nuevo el tiempo de ignición calculado a partir de (5.43) es menor aunque ahora el 
error introducido es ligeramente mayor, en torno al 20% . 
5.4 RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
El análisis de la ignición de sólidos finitos puede realizarse mediante técnicas 
asintóticas según dos métodos diferentes dependiendo del valor del número de Damkohler. 
Cuando Da ^> 1 la reacción se produce en una capa superficial muy delgada 
de manera que son aplicables los resultados obtenidos al analizar la estructura de la 
zona de reacción en sólidos infinitos. Los efectos asociados al tamaño finito del sólido 
se reflejan en las distribuciones inertes de temperatura, a través de las funciones A(r, £) 
y Bj(r), que intervienen en la definición de las variables de la zona de reacción (5.14) 
y (5.40) y, por tanto, en las relaciones que determinan el tiempo de ignición (5.18) y 
(5.43). Si eDa en el caso rectangular ó e2Da en el cilindrico/esférico son grandes frente 
a la unidad el tiempo de ignición es pequeño, siendo las funciones A(r, £) y BJ(T) las que 
corresponden a la solución inerte cuando el sólido es infinito. Esto es consecuencia de 
que durante el breve intervalo de tiempo que transcurre hasta producirse la ignición la 
capa calentada por conducción es delgada y el sólido aparece como infinito. En este caso 
pueden aplicarse directamente los resultados obtenidos en el caso de sólidos infinitos. 
Cuando eDa ó e2Da son de orden unidad los tiempos de ignición son también de orden 
unidad. Esto significa que la capa de conducción es de tamaño comparable al sólido y por 
tanto la distribución de temperatura inerte debe ser la correspondiente a un sólido finito, 
lo que cambia el orden de magnitud y la expresión de las funciones A(r, i) y Bj(r). El 
distinto orden de magnitud del número de Damkohler en este límite distinguido, Da = 
0(1/e) en el caso rectangular y Da = 0(l/e2) en el cilindrico/esférico, es consecuencia 
del efecto geométrico asociado a la presencia de las esquinas que reduce el tiempo de 
ignición en un factor de e. Este modelo cuasiestacionario deja de ser válido cuando 
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alguno de los términos asociados a los efectos no estacionarios no puede despreciarse en 
las ecuaciones (5.15) y (5.40). Analizando sus magnitudes relativas puede determinarse 
la región de validez en términos del tiempo de ignición y el número de Damkóhler. 
En el caso Da = 0(1) no es posible efectuar la hipótesis cuasiestacionaria 
siendo necesario efectuar la integración del problema parabólico. El empleo de técnicas 
asintóticas permite identificar dos etapas bien definidas en el curso del proceso. La 
etapa inicial, que podemos denominar inerte, corresponde a un calentamiento previo a 
la activación de la reacción química. Durante esta etapa, cuya duración en la escala del 
tiempo de conducción es de orden ln(l /e) , la temperatura está determinada básicamente 
por la distribución inerte. Cuando la diferencia </?,- — 1 es de orden e comienza la etapa de 
transición en la cual debe retenerse el término de reacción. En los problemas resultantes 
(5.24) y (5.51) interviene un único parámetro, el número de Damkóhler, ya que la 
división del proceso en dos etapas permite eliminar la dependencia, a través de e, de 
la energía de activación. En consecuencia el tiempo de ignición puede expresarse como 
suma de los tiempos asociados a cada una de ellas. El primero*, r^, representa el tiempo 
necesario para que la temperatura en el interior del sólido, por efecto de la temperatura 
superficial, aumente hasta valores cuya diferencia con ésta sea de orden e y depende, 
por tanto, de este parámetro y de factores geométricos según las relaciones (5.22) y 
(5.49). El tiempo correspondiente a la etapa de transición, tig, se obtiene a partir de 
la integración numérica y depende solamente del número de Damkóhler. Mientras en 
el caso Da ^ 1 el criterio para definir el tiempo de ignición es la presencia de una 
singularidad matemática en la solución, cuando Da = G{\) el criterio consiste en el 
acoplamiento con la estructura asintótica del "hot-spot" que comienza a desarrollarse. 
La comparación de los resultados obtenidos en ambos límites, Da >> 1 y Da = 
(9(1), en la región de validez común no es excesivamente satisfactoria pues los errores 
introducidos no son pequeños. Esto puede atribuirse a dos tipos de causas. Una de ellas, 
y quizás la más importante, es la no inclusión de la corrección por efectos no estacionarios 
en el caso Da ^ 1. Esta aumentaría el tiempo de ignición cuasiestacionario acercando 
las curvas de las figuras 5.7, 5.14 y 5.15. Otra fuente de error puede encontrarse en 
el procedimiento de integración de las ecuaciones parabólicas que ha sido realizado sin 
grandes refinamientos con el único ánimo de ilustrar los resultados de la teoría. Para 
la obtención de resultados precisos hubiera sido necesario, dada la naturaleza de las 
ecuaciones, el empleo de un integrador "stifF" como en [KPl] o [PHK]. 
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Figura 5.7 Comparación entre los resultados obtenidos mediante la teoría cuasiesta-
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Figura 5.11 Tiempo de ignición, f¿5, asociado a la etapa de transición en los casos 
cilindrico y esférico. 
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Figura 5.14 Caso cilindrico: comparación entre los resultados obtenidos mediante la 
teoría cuasiestacionaria y la integración numérica de la ecuación parabólica. 
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Figura 5.15 Caso esférico: comparación entre los resultados obtenidos mediante la 
teoría cuasiestacionaria y la integración numérica de la ecuación parabólica. 
teoría cuasiestacionaria —— — 
solución numérica _ _ _ _ _ 
172 
APÉNDICE 5.1 
ESQUEMA NUMÉRICO PARA LOS PROBLEMAS (5.24) Y (5.52^ 
A continuación describimos brevemente el esquema utilizado para la solución 
numérica del problema (5.24). 
Mediante el método de Newton-Kantorovich buscamos la solución del proble-
ma como límite de la sucesión de problemas lineales: 
L„[v] = -G[uv] 
donde 
„, . „,»
/+i .,v 
V = u — u 
ki>M = TT: — Au — u \eu 
ot 
G[uv] = ^ - Auv ~ XeuV 
ot 
Una vez definida una malla en [0,1] x [0,1], que por simplicidad hemos tomado 
de espaciado uniforme e igual a h, la parte parabólica de los operadores \JV y G se 
discretiza empleando la aproximación de Crank-Nicholson [LP, p.242] [FL1, p.228]: 
donde k es el incremento temporal (k = tm — £ m - i ) y 62 representa el operador usual 
de diferencias centradas para la derivada segunda. El término no lineal e? se discretiza 
mediante: 
^ ¿ ( e x p C / ^ + e x p t / - - 1 ) ) 
e ^ e x p ( i ( / S
 + / ; r > - 1 ) ) 
pues ambos difieren en términos de orden k2, de manera que el error de truncación es 
siempre de orden k2. 
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Introduciendo las condiciones de contorno en la forma usual se genera un 
sistema de ecuaciones que puede escribirse como: 
[ , [ B ] + d i a g { l - * * £ } ] V = BT 
donde p = k/2h2, B es la matriz asociada a la discretización del operador de Laplace 
con las condiciones de contorno (5.24c), F^j es el término que proviene de discretizar 
Aeu* en el nodo (¿, j ) , V -es el vector de incógnitas y Rv es el residuo del sistema definido 
por: 
R" = -{p[B){U^ + Um-1} + {U^}-{Um-1}-k{F}} 
donde Um-i es el vector solución correspondiente a tm-i y Uj^ es la iteración de lugar v 
del vector solución en tm. El sistema de ecuaciones, tridiagonai por bloques, se resuelve 
mediante LSOR por filas y columnas como anteriormente. 
El método empleado para el problema (5.52) es análogo. Las únicas diferen-
cias radican en la aproximación de Crank-Nicholson que en este caso es: 
[m-J-¡-de)(¡ *—k 2[[s< + $=rs*)(f< ~f< V 
y en que el sistema de ecuaciones es tridiagonai y puede resolverse directamente mediante 
el algoritmo de Thomas. 
El paso temporal se elige de manera que se reduzca al aumentar la derivada 
temporal de u según km ~ 1 / max (du/dy)™-1. 
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CAPITULO 6 
EFECTO DEL CONSUMO DE REACTANTE EN LA IGNICIÓN 
DE SOLIDOS 
6.1 INTRODUCCIÓN 
En los análisis del proceso de ignición realizados hasta este momento no se ha 
tenido en cuenta el efecto del consumo de reactante bajo la hipótesis de que el calor de 
reacción, es decir, la cantidad de energía liberada por unidad de masa, es muy grande, 
de hecho los modelos considerados en los capítulos precedentes se obtienen en el límite 
formal en que el calor de reacción es infinito. 
Si consideramos una reacción química unimolecular de primer orden del tipo 
R-> P + q 
donde R representa la unidad de masa de reactantes, P la de productos y q el calor 
liberado por unidad de masa. Si designamos por X e Y las fracciones masicas de 
productos y reactantes las ecuaciones de conservación para estas especies, deducidas de 
las ecuaciones básicas [WI, p.2¡, son: 
p™
 = pYBe-
ElRT (6.1a) 
p^ = -PYBe-E'RT (6.1b) 
debiendo verificar las siguientes condiciones iniciales 
X(f, t = 0) = 0; Y(f, t = 0) = 1 (6.1c) 
En estas ecuaciones se han omitido los términos convectivos y difusivos bajo la hipótesis 
de que la reacción tiene lugar siempre en fase condensada, ya que en el caso que estamos 
considerando la difusitividad masica es despreciable frente a la térmica. Sumando ambas 
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ecuaciones se obtiene una primera integral, X + Y — 1, de manera que basta resolver 
una de las ecuaciones (6.1) para inmediatamente determinar la fracción másica de la 
otra especie. En lo que sigue consideraremos únicamente la evolución del reactante. La 
ecuación de conservación de la energía debe modificarse para incluir en el término de 
reacción la fracción másica del reactante, que ya no se considera constante e igual a la 
unidad, y puede escribirse como: 
pcp^ = XAT + pqYBe-E'RT 
Esta ecuación debe completarse con las condiciones de contorno e iniciales apropiadas 
que posteriormente especificaremos. 
El parámetro que mide la importancia del consumo de reactante en la ignición 
de sólidos cuya temperatura superficial, Ts, es próxima a la crítica puede obtenerse 
mediante estimaciones de órdenes de magnitud de los términos que intervienen en las 
ecuaciones de conservación de la energía y de la fracción másica del reactante. Durante 
el período de ignición, al que corresponden incrementos de temperatura del orden de la 
de Frank-Kamenetskii RT¿ /E, se cumplen las siguientes relaciones que representan el 
balance de los términos de la ecuación de la energía: 
pCpmiE^mi^pqBe-EIRT. 
de donde se obtienen 
_ e2pqBEe~E/RT-
\RT¡ 
cpRT* _ 
Ug
 ~ qBEe~E/RT> " tq 
es decir, el número de Damkóhler es próximo al crítico y de orden unidad y el tiempo 
de ignición es del orden del tiempo químico. En el instante de ignición el consumo de 
reactante SY, es decir la variación de Y en la zona de reacción, verifica 
SY 
pz¿- „ pBe"E/RTt 
con lo que 
*ig 
Si Tc es despreciable frente a la unidad (el calor de reacción es muy grande frente 
a la entalpia correspondiente a la temperatura de Frank-Kamenetskii) el consumo de 
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reactante no afecta significativamente a la ignición. En cambio si Tc es de orden unidad 
este efecto es importante y desaparece la criticalidad, pues el combustible se agota antes 
de que se hayan generado incrementos de temperatura mayores que RTf/E. 
Cuando el número de Damkóhler es grande la zona de reacción es delgada y 
los efectos no estacionarios en la misma son despreciables. En este caso los parámetros 
asociados al consumo de reactante se obtienen también a partir del balance entre los 
términos de la ecuación de conservación correspondiente, pero con los órdenes de magni-
tud del tiempo de ignición que se deducen del acoplamiento entre la capa de conducción 
y la zona de reacción cuando se ignora el efecto del consumo de reactante y que están 
dados por (1.43) y (1.45), es decir, tig ~ tq/e en el caso plano y tig ~ tq/e2 cuando 
consideramos la esquina. De esta forma en el caso plano se obtiene 
^^-fK^)'"^ (6-3) 
y en la esquina 
SY „ I±
 = S£L ZLzZk = rC i l " (6.4) 
£ q la 
Como antes los efectos del consumo de reactante son despreciables si en cada caso el 
parámetro correspondiente verifica FCjX <C 1. Cuando este parámetro es de orden unidad 
el consumo es importante y, de modo análogo a lo que ocurre cuando Da = O(l) , el 
combustible se agota, pero sólo en la zona de reacción que es pequeña comparada con 
el tamaño del sólido. Conforme la onda térmica va penetrando en éste, calienta capas 
de reactante más interiores a las que se propaga la reacción. De esta manera se genera 
un frente de reacción que avanza hacia el interior del sólido. Las condiciones bajo las 
cuales el frente es capaz de producir la ignición no son evidentes pero en todo caso el 
tiempo de ignición aumenta, pudiendo incluso cambiar de orden de magnitud. 
El objetivo de este capítulo es estudiar la influencia del consumo de reactante 
en la ignición de sólidos infinitos planos (modelo unidimensional) y con forma de es-
quina (modelo bidimensional), esto supone considerar que se verifica, respectivamente, 
e
2Da > l y sDa ^> 1. En el análisis de cada modelo consideraremos de forma indepen-
diente valores del parámetro característico TCJÍ de orden e, orden unidad y orden 1/e. Se 
pretende, por una parte, determinar la variación del tiempo de ignición en función del 
parámetro adimensional asociado al calor de reacción y, por otra, analizar la existencia 
de un rango de valores del mismo en el cual deje de producirse la ignición en un tiempo 
finito. 
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6.2 FORMULACIÓN DEL MODELO UNIDIMENSIONAL 
La formulación de la primera aproximación para el caso unidimensional 
ha sido realizada por Liñán y Williams [LW3], si bien no se presentaron resultados 
numéricos. Realizaremos aquí una formulación completa que permitirá retener los efec-
tos no estacionarios cuando sea preciso. 
Las ecuaciones de conservación de la energía y de la especie y pueden es-
cribirse como: 
dT 
pcp — = \&T + qpYBe-BIRT (6.5a) ót 
p ^ = -PYBe-E'RT (6.5b) 
y cuyas condiciones de contorno e iniciales son: 
t = 0: T ( x , 0 ) - T o = y ( x , 0 ) - l = 0 (6.5c) 
x = 0: T(0,t) = T, (6.5d) 
z = oo: Tx(oo,t) = 0 (6.5e) 
que corresponden al análisis del proceso de ignición cuando la temperatura superficial 
de un sólido reactivo se incrementa bruscamente desde el valor inicial T0 al valor Ta. 
Mediante los parámetros adimensionales: 
a = (T8~ T0)/T8 (6.6a) 
e = RT2jE{Ts-T0) (6.6b) 
7
 wqe2E ~~ q RT6 w ~ 7T {° } 
los valores característicos del tiempo de ignición y del espesor de la capa de conducción 
en ese tiempo: 
DacpT8 -
f
°
 =
 toqBee*/**. ( 6'6 d ) 
x 
pcp 
y las variables adimensionales: 
<p = (T-T0)/(T9-T0) 
T = t/tc 
í = x/xc 
las ecuaciones y condiciones de contorno pueden escribirse como: 
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(6.6f) 
(6.6g) 
(6.6h) 
d<p
 A DY ip-l 
dY 
dr 
jDY 
exp 
e l + a ( ^ - l ) 
e l + a ^ - 1 ) . 
r = 0 : ^(C,0) = r ( C , 0 ) - l = 0 
í = 0 : <¿>(0,r)-l = 0 
£.= oo: ^ ( o o , r ) = 0 
(6.7a) 
(6.7b) 
(6.7c) 
(6.7d) 
(6.7e) 
donde D es una constante de orden unidad a determinar con la condición de que la 
ignición tenga lugar en r = 1, y 7 es un nuevo parámetro que mide la importancia del 
efecto del consumo de combustible. 
De nuevo se encuentra que en ausencia de reacción (B = 0) la solución es la 
correspondiente a la conducción inerte de calor desde la pared (f = 0) hacia el interior 
del sólido dada por 
<p¿(f,r) = erfc(£/2>/í) (6.8) 
Tomando como variable i¡) = (<¿> — tfi)/e las ecuaciones y condiciones de 
contorno e iniciales pasan a ser: 
chp__dhp_ DY_ 
dr ~ &? + 27T£e X P 
V> + (<pi - 1)1 e 
dr 
TÍDY 
•exp 
_ 1 + otet}) + ot(ipi — 1) 
V> + (v?¿- i ) /g 
1 + aeij>-+ a((fi — 1)_ 
r = 0: v(í,o) = r(£,o)-i = o 
í = 0 : ^ (0 , r ) = 0 
£ = 00 : ^ ( ° ° ? T) = 0 
(6.9a) 
(6.9b) 
(6.9c) 
(6.9d) 
(6.9e) 
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Como antes pueden identificarse dos regiones: una exterior donde y>x; — 1 = G{\) y 
otra interior en la cual ipx; — 1 = O(e). En la exterior la reacción está congelada y las 
ecuaciones se reducen a: 
f ^ = | ^ r ; ^ ( í , 0 ) = V>c,í(oo,r)=0 (6.10a) 
5 ^ = 0; , rc(í,0) = l (6.10b) 
siendo, por tanto, una región de conducción no estacionaria de calor. Obsérvese que es 
necesario eliminar la condición de contorno para ij)c en £ = 0 que tiene que obtenerse 
mediante el acoplamiento con la solución interior. Una vez determinada ^ c (0 , r ) , la 
solución de la ecuación (6.10a) puede ponerse, mediante la transformada de Laplace, en 
la forma: 
La zona de reacción está situada donde <£>, — 1 = 0(e) que, teniendo en cuenta 
el desarrollo de (6.8), corresponde a f = 0{e) y, por tanto, la variable espacial apropiada 
es r¡ = i/ey/ñr de orden unidad. Las condiciones de contorno en rj —> oo se determinan 
acoplando con la solución exterior. Para la concentración del reactante es inmediato 
obtener K(oo,r) = 1 y para la temperatura debe verificarse la siguiente condición 
lim — \xl)c{va, T) — i/)(u(r/ey/7rr^r)\ = 0 
e—*0 Sn 
<r=cte 
siendo v una función de e tal que e < i / < l . Si para rj —> oo y f —• 0 es: 
^(7y,r) = A(r) + r¡B(T) + ... 
V>c(f, r) = Vc(0, r ) + ^ c ¿(0 , r){ + . . . 
se obtienen las siguientes relaciones 
A ( r ) = ^ e ( 0 , r ) 
£ ( r ) = ev/7rrV'c,í(0,r) 
A partir de (6.11) se obtiene 
^ ( 0 , r ) = - - ^ j í
 ¿ r , V r _ r , (6.12) 
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con lo cual la condición de contorno en 77 —> 00 para i¡) puede expresarse mediante: 
B(T) = -evf / 
Jo 
T
 dA(r') ár' 
ár' y/r-r' 
(6.13) 
En consecuencia las ecuaciones y condiciones de contorno e iniciales que constituyen el 
modelo unidimensional son: 
7T£ 
V> — eTf(ey/ñr)/2)/e 
1 + aei¡> — aerí(ey/ñrj/2) 
V>(77,0) = V(0,r) = 0 
77 —• 00 : Í>(TI,T) = A{T)-\-T)B(T) + . 
'
r
 dA(r') ár' B(r) = -eVí I 
Jo ár' V^7 
6Y r¡dY _ >yD 
T
 dr 2 dt) ~ 2 ryexp 
\¡> — erí(£y/7rrj/2)/£ 
1 + OLZI¡) — aerf(£y/7rr)/2) 
y(r?,0) = y (oo , r ) = l 
(6.14a) 
(6.14b) 
(6.14c) 
(6.14d) 
(6.14e) 
Nótese que los efectos no estacionarios asociados a la temperatura intervienen en la 
ecuación (6.14a) y en la condición de contorno (6.14c), siendo de orden e2 y e respec-
tivamente. Por tanto en el límite e —• 0 la evolución de la temperatura en la zona de 
reacción es cuasiestacionaria y la condición (6.14c) se reduce a ^(00,7-) = 0, que es la 
formulación del problema realizada por Liñán y Williams. 
6.3. F O R M U L A C I Ó N DEL M O D E L O B I D I M E N S I O N A L 
Formularemos aquí el modelo de la ignición con consumo de reactante corres-
pondiente a un sólido semiinfinito limitado por los planos B = 0 y 6 = 7r/2. Es decir, de 
todos los casos bidimensionales analizados anteriormente bajo la hipótesis q = 00 con-
sideraremos únicamente el estudiado en el capítulo 3, que constituye lo que podríamos 
denominar el "problema bidimensional modelo". 
Con idénticas hipótesis a las realizadas en el apartado anterior respecto de la 
reacción química, las ecuaciones en coordenadas polares de conservación de la energía 
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y del reactante junto con las condiciones de contorno e iniciales apropiadas son: 
pcp^- = AAT + pYqBe~E/RT (6.15a) 
ot 
p ^ = -pYBe~ElRT (6.15b) 
t = 0 : T(r, 0,0) - T0 = F(f, tf, 0) - 1 = 0 (6.15c) 
0 = 0 : T(r, 0,t)-T8 = 0 (6.15d) 
0 = TT/4 : T*(f, TT/4, <) = 0 (6.15e) 
f = oo : Tf(oo,0, *) = 0 (6.15f) 
definidas en f > 0, 0 e]0, ?r/4[, * > 0. 
Para adimensionalizar estas ecuaciones empleamos los mismos parámetros y 
variables adimensionales que en el capítulo 3, si bien en este casó* es necesario introducir 
un nuevo parámetro, T, que mide, como antes, la importancia del efecto del consumo 
del reactante. 
Los parámetros, valores característicos y variables adimensionales son: 
a = (Ts- T0)/T9 ' (6.16a) 
e = RT2s/E{T9-T0) (6.16b) 
T = CpRT^/nqeE = cpTsa/7rq = rCtl/ir (6.16c) 
tc = DacpTs/7rqBe-E/RT> (6.16d) 
r\ = Xtc/pcp (6.16e) 
<p = {T-T0)J(T«-T0) (6.16f) 
r = i/U - (6.16g) 
r = f/rc , (6.16h) 
La constante D en (6.16c) es igual al valor de T{im correspondiente al caso T = 0, es 
decir D = 2.547, de manera que en las nuevas variables la ignición ocurre en r = 1. 
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Obsérvese que, como consecuencia de que el tiempo característico bidimen-
sional definido en (6.16d) es de orden e frente al unidimensional (6.6d), el parámetro T 
bidimensional (6.16c) es también de orden e frente a 7 (6.6c). 
En las nuevas variables, las ecuaciones y condiciones de contorno se escriben 
como: 
r = 0 : 
— = A<p 4- exp 
OT 7T 
dY 
— = - r D F e x p 
OT 
9 
< p - l 
. e l + a ^ - 1 ) . 
<p{r,B,0) = Y(r,e,0)-l = 0 
0 = 0 : y > ( r , 0 , r ) - l = 0 
0 = 7r/4 : <pe(r, ?r/4, r ) = 0 
r = 00 : <¿v(°o, 0, r ) = 0 
(6.17a) 
(6.17b) 
(6.17c) 
(6.17d) 
(6.17e) 
(6.17f) 
Mediante el mismo procedimiento empleado hasta ahora, al considerar la diferencia 
entre la temperatura tp y la temperatura generada por la conducción inerte de calor <£>,•, 
que se calcula haciendo B = 0, pueden identificarse dos regiones: exterior e interior. En 
la exterior, situada en f = 0(1) , la reacción está congelada por efecto de la temperatura 
inerte mientras que en la interior tiene lugar la reacción química al ser ipi — 1 = 0(e). 
A consecuencia del efecto geométrico no existe interacción entre ambas zonas lo que, 
como ya se ha señalado constituye una de las principales diferncias entre el modelo 
bidimensional y el unidimensional. 
Si definimos i/> = (p — ipi)¡£ y tomamos como variable espacial £ = r/y/ñer, 
las ecuaciones y condiciones de contorno e iniciales que describen la evolución de la 
temperatura y concentración de reactante en la zona de reacción son: 
7T£ 
dx¡> 
8r 
dY 
dr 
2 di 
2 di 
Atp + DrYexp 
-TDrYexp 
^ + ( y , - - l ) / e 
1 + aeip 4- a((fi — 1) 
tl> + (<Pi- 1)1 e 
1 4- OLSX¡) 4- <*(<{>{ — 1) 
(6.18a) 
(6.18b) 
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r = O : V(í, <?, 0) = r ( í , 0,0) - 1 = 0 (6.18c) 
0 = 0 : </>(£, 0,r) = 0 (6.18d) 
0 = 7r/4: ^ ( f , 7 r / 4 , r ) = 0 (6.18e) 
£ = oo : ^ ( o o , 0, r ) = y(oo, 0, r ) - 1 = 0 (6.18f) 
La condición de contorno en f = oo para V> es la misma que en (6.17f) debido a la 
independencia entre la zona de reacción y la de conducción inerte. Esto hace que los 
efectos no estacionarios asociados a la temperatura sólo intervengan, a diferencia del 
modelo unidimensional, a través de la derivada temporal lo que supone una importante 
reducción en el grado de complejidad matemática. 
6.4 ANÁLISIS D E U N MODELO SIMPLIFICADO 
Las ecuaciones y condiciones (6.14) y (6.18) constituyen dos modelos que 
aunque son matemáticamente diferentes representan los mismos principios físicos: la 
variación local de entalpia está determinada por el balance entre la pérdida de calor por 
conducción y la producción del mismo debido a la reacción química y la variación local 
de concentración del reactante igual a su consumo a través de la reacción. 
Puede generarse un modelo que represente la evolución de un sistema ho-
mogéneo, en el cual no existen variaciones espaciales de las propiedades físicas, y que 
responda a los dos principios anteriores. El análisis del mismo servirá de orientación 
acerca del comportamiento que cabe esperar del modelo completo. 
La formulación de este modelo simplificado se realiza mediante el siguiente 
sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 
ET— = — + rye* 0(0) = 0 (6.19a) 
dr r 
^ = -jye9 y(0) = 1 (6.19b) 
Las variaciones temporales se han representado por los mismos términos que en las 
ecuaciones completas eliminado los términos convectivos. En el término de reacción 
se ha omitido el factor que contiene a la temperatura inerte cuyo efecto es congelar la 
reacción en 77 —> 00. Finalmente la pérdida de calor por conducción se ha modelado 
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mediante —0/r, lo que puede justificarse si se tiene en cuenta que en la ecuación de 
conducción del calor, 6r = 6^, los tiempos característicos son del orden del cuadrado 
de las distancias características. La presencia del parámetro e en (6.19a) significa que 
la evolución de la temperatura es cuasiestacionaria al igual que en el modelo completo. 
Si en (6.19a) hacemos e = 0, se obtiene 
y=$e-e/T2 (6.20) 
que llevado a (6.19b) genera la siguiente ecuación para 6: 
Ú6 6(2 - te9) 
át t(l - 6) 
donde t = JT. 
(6.21) 
Aunque (6.21) carece de solución analítica es posible obtener información 
cualitativa acerca de la misma. En í = 0 y # = l l a pendiente es infinita, mientras 
que en 6 = 0 y t = 2e~e es nula. El dominio 6 > 0, t > 0 queda así dividido en 
cuatro regiones en las que el signo de d6/dt es constante. Además existen dos puntos 
críticos: (0,0) y (1,2/e). El análisis del primero es inmediato sin más que hacer en 
(6.21) 6 = at + bt2 -f ctz + . . . obteniéndose a = 0, c = — b con b = I / 7 2 deducido de 
(6.20). Por tanto el punto singular es un nodo y para t <C 1 es 0 = (t2 — t3)/j2 + o(t3). 
Para analizar el punto (1,2/e) hacemos í = 1 + w y t = 2(1 -f /i)/e, obteniendo la 
siguiente ecuación para u> y /i en las proximidades del punto crítico: 
¿£
 = " (e 22) 
da; 2/x + 2u; \ • J 
Los autovalores de la matriz ( „ « 1 son A i = v / 3 + l > 0 y A 2 = l - \ ^ < 0 , por 
lo tanto se trata de un puerto cuyas direcciones excepcionales son UJ = (\/3 + l ) /i y 
UÍ = ( l — y/o) /x. 
Existe un valor crítico de 7, 7*, para el cual la curva integral que parte del 
origen con el comportamiento 0 = t2(l — t)/yi alcanza el puerto por la primera de las 
direcciones excepcionales. Las curvas con 7 < 7*, y por consiguiente 6 > fe*, están 
situadas a la izquierda y alcanzan la recta 6=1 donde d8/dt no está acotada. Por el 
contrario las curvas con 7 > 7* (fe < fe*) están a la derecha de la separatriz y cortan a 
t = 2e~$ con pendiente nula. A partir de ese momento d8/dt es negativa con lo cual 
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O cuando t —*• oo. En consecuencia existen tres situaciones bien diferenciadas (fig. 
a) Si 7 < 7*, áO/dt se hace infinita en un tiempo finito, creciente con 7, cuando 
la temperatura alcanza el valor 0 = 1. En ese momento tiene lugar la ignición, 
existiendo todavía cierta cantidad de reactante que alimentará la reacción en 
los instantes posteriores, cuya descripción debe hacerse reteniendo la derivada 
temporal. De hecho ya antes de la ignición, cuando dO/dr = 0 ( l / e ) , sería 
necesario retenerla. 
b) Si 7 > 7* la temperatura comienza a disminuir a partir del momento en 
que la curva integral correspondiente corta a f = 2e~e. El reactante se 
va consumiendo hasta que al cabo de un tiempo suficientemente grande la 
cantidad del mismo es despreciable, produciéndose la extinción. 
c) Si 7 = 7* la temperatura es siempre creciente y a causa de la presencia del 
término ee en (6.21) d$/dt deja de estar acotada en'ún tiempo finito, pero, a 
diferencia de a) , la temperatura también tiende a infinito, de manera que el 
reactante se agota. El valor crítico de 7 puede determinarse numéricamente 
y resulta ser 7* = .7205.... 
Figura 6.1 Curvas integrales correspondientes a la ecuación 6.21 
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Obsérvese que por tratarse de un modelo cuasiestacionario la producción y 
pérdida de calor están siempre compensadas y, por tanto, la ignición debe ser inter-
pretada como un fallo de la hipótesis cuasiestacionaria. Este es consecuencia de que 
el término de producción de calor aumenta más rápidamente con la temperatura que 
el asociado a la pérdida de calor existiendo un instante, que corresponde al tiempo de 
ignición, en que no es posible compensar ambos. Análogamente la extinción no es de-
bida a que la pérdida de calor sea mayor que la producción, sino a que cuando el calor 
de reacción es suficientemente pequeño es necesario consumir una cantidad apreciable 
de reactante para elevar la temperatura de forma significativa, lo que a su vez limita 
el crecimiento del término de producción verificándose siempre la hipótesis cuasiesta-
cionaria. Finalmente se produce la extinción por agotamiento del reactante disponible. 
La conclusión que puede extraerse del análisis de este modelo simplificado 
en relación con el modelo completo es la posible existencia de dos regímenes: uno de 
ignición, para valores del parámetro 7 menores que un cierto "valor crítico y otro de 
extinción para valores de 7 mayores. 
6.5. RESOLUCIÓN DEL CASO UNIDIMENSIONAL 
La solución del problema unidimensional (6.14) se busca como un desarrollo 
en serie de potencias de la forma 
1p = 1p0+ £*/>! + £21¡>2 + . . . 
(6.23) 
Y = Y0+eY1+e2Y2+... 
que llevados a (6.14a) y (6.14d) dan lugar a los problemas de orden unidad, £, e2, etc 
para calcular las funciones ^, e Yi. Además si para x) —> 00 suponemos que cada ,^- es 
de la forma x¡)i = A,(r) + T)BÍ(T) + . . . de la relación (6.14c) se obtienen las siguientes 
relaciones para los dos primeros términos: 
* / - r d A o ( r ' ) dr ' (6-24) 
Analizaremos a continuación el problema (6.14) en los casos 7 < 1 , 7 = ü ( l ) y 7 > l . 
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6.5.1. Análisis cuando 7 C I 
Si el consumo de reactante es despreciable puede ponerse, en primera aproxi-
mación, 7 = 0 en (6.14) con lo que se obtiene Y0 = 1 y el problema se reduce al analizado 
i 
por Liñán y Williams [LW3]. La solución del mismo muestra que el valor de la constante 
D que determina el tiempo de ignición dimensional es, en primera aproximación, D = 1. 
Este valor puede corregirse al incluir lor. efectos no estacionarios que aparecen a través 
de la condición de contorno en 77 —* 00, siendo esta corrección de orden elne. Cuando 
se considera 7 <C 1 pero no nulo aparece una nueva corrección, proporcional a 7, que se 
obtiene perturbando el problema de orden unidad mediante 
ipo = V'oo + 7^01 + . . . 
Y0 = Ybo + 7*01 + . . . 
La situación mas interesante corresponde al límite distinguido en que 7 = G(e) que será 
estudiado a continuación. 
Sea 
7 = 7¿ (6.25) 
con 7 = O(l) , llevando esta expresión y (6.23) a (6.14) se obtienen los siguientes proble-
mas para tp0 e Y0: 
0; Vo(0, r ) = ^o,,(oo, r ) = 0 (6.26a) 
0; yo(7?,0) = yo(oo,r) = l (6.26b) 
La solución de (6.26b) es evidentemente Y0(T},T) = 1, con este resultado y 
tomando if>0 — rj como variable independiente (6.26a) puede integrarse para dar: 
Uv,r) = ,J^Z2^^) (6.27) 
[DT+(1- VI-DT) e-* J 
Esta solución es válida mientras DT < 1, pero dipo/dT — D/(l — DT + \ / l — DT) no 
está acotada cuando DT —> 1, lo que indica, por una parte, que la ignición tiene lugar, 
en primera aproximación, cuando DT — 1, de donde D = 1, y, por otra, la necesidad de 
incluir los efectos no estacionarios cuando 1 — DT <C 1. 
¿V 2 r° 
TdY0 r,dYB 
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Como puede comprobarse el operador lineal F definido mediante F[<f>] = 
d24>/dr]2 + f(r])<f), <f>(0) = <j)v(oc) = 0 es autoadjunto y por tanto, [ST, p.319] el problema 
F[<f)] = u tiene solución si u es ortogonal a las funciones del núcleo de F , es decir si 
(u,v*) = 0 con F[v*] = 0. Este resultado será ampliamente utilizado en lo que sigue. 
Si en Dr = 1 dip0/dr no está acotada, el problema 
^ h ^ + ^ ^ ' - " =-je*'-"; *.,T(0,T) = (tfo , r),(oo,r) = 0 (6.28) 
carece de solución y, por tanto,debe existir una autofunción, </>, no nula que verifique 
L[¿] = 0 + i¿e ' - - ' = 0; ¿(0) = <¿„(oo) = 0 (6.29) 
donde 0O(T/) = Vo(f7,1) = 21n(2/(l + e"*)), y tal que Jo°° ^ - - ' d i y + 0. 
De (6.29) se obtiene 
• «") = rr5? (°°) 
con < (^oo) = 1, aunque podría haberse tomado cualquier función proporcional a <¿>, y 
para la cual f^° </>e6o~vár¡ ^ 0 pues el integrando es positivo. 
Para x¡)\ e Yj, se encuentran los siguientes problemas lineales: 
5 í L
 + ^ . - ' [ y 0 ^ + y 1 - a W 0 - i / ) 2 y 0 ] = o ) 
d^2 2 L V (6.31a) 
^ i (0 , r ) = 0; ^(77 -> oo,r) = A J ( T ) + rjB^r) J 
<9r 2 0»? 2 l
 ( 6 3 1 b ) 
y1(»?,0) = y1(oo,r) = 0 j 
que deben resolverse numéricamente una vez calculada la función B\(r). Para realizar 
la integración numérica es conveniente emplear como variable independiente en (6.31a) 
x¡>\ definida mediante ^1 = ^1 — rjBi, de manera que (6.31a) pasa a ser: 
drf2 2 L _
 ( 6 3 1 c ) 
t?i(0,r) = ^ !^ (oo , r ) = 0 
Teniendo en cuenta que A0(T) = ^0(00, r ) = 21n(2/(l 4- \ / l - DT)\ la función 5 i ( r ) 
es: 
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Obsérvese que cuando 1 — Dr <C 1 B\ presenta una divergencia logarítmica, de mane-
ra que las relaciones (6.24) no son válidas y en consecuencia la condición de contorno 
i/>0)T7(oo, r ) = 0 no es correcta. Modificar z/>0?J7(oo,r) a causa de esta divergencia repre-
senta retener parte de los efectos no estacionarios cuando 1 — Dr < 1 . 
Pueden, por tanto, distinguirse dos etapas: una inicial correspondiente a 
1 — r = 0(1) y en la cual la concentración y temperatura están determinados por (6.27) 
y las soluciones de (6.31), y otra de transición que corresponde a l - r < l y durante la 
cual tiene lugar la ignición. La descripción de esta etapa debe hacerse empleando una 
escala de tiempo corta e incluyendo los efectos no estacionarios. Para encontrar la escala 
apropiada y disponer de expresiones que permitan posteriormente realizar el "matching" 
entre ambas etapas hay que analizar la forma de T/>0, t/>i e Y\ cuando 1 — r -C 1. 
6.5.1.1 Soluciones de la etapa inicial en 1 — r <£ 1 
Si llamamos f = 1 — r con f = o(l), la solución de (6.26a) puede ponerse 
como: 
Mi,*) = BoÜ) + Aj(f ^ ( ry ) + A2(f)02(77) + . . . (6.33) 
donde Ai y A2 son funciones de f que verifican: 
l imA 1 ( f )=l im^T = 0 f-^o f—o A I ( T ) 
Llevando (6.33) a (6.26a) se obtiene el siguiente problema para B\: 
Dado que el problema homogéneo posee autofunción no nula la condición de resolubili-
dad es: 
f í00 1 
lim — / -e*°~V(*7) ¿V = 0 
*—° Ai J0 2 
y al ser el integrando positivo debe verificarse f <C Ai, con lo cual la solución para 9\ 
es #i = </>. 
El problema para 02 es: 
U<h] = j - \ e ' ' ~ " - ? | * V ' " ' ; «2(0) = e2>,(oo) = 0 (6.35) 
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cuya condición de resolubilidad es: 
r r°° i A2 Í°° i 
lim — / V ' - ^ d r ? = lim - W -e^^^Mdrí 
*-* A2 J0 2 r-*o A2 70 4 y w ; 
teniendo en cuenta que el valor de las integrales es 1/2 y 1/8, respectivamente, se deduce 
A2 = f y A2 = 4f. Como la temperatura es creciente debe tomarse Xi = —2Vr, con lo 
cual si 1 — r <C 1 se verifica: 
xl>0{ri, T) = 0o{rj) - 2V/T^7<¿(r7) + o (VT^) (6.36) 
La solución de (6.31c) se busca en la forma: 
^ ( T ? , f ) = i/i(f)<pi(i7) 4- ^2(^)^2(^7) + • • • 
Mediante (6.36) y con YI(TJ,T) = 3/1(77) — (dYi(7?, l ) /dr ) f , donde 2/1(7?) = 11(7?, 1), la 
ecuación para <¿>i es: 
U<Pi] = -^e°~ri \viW - <*(#o - T?)2 + 2fyWf| + o(l) 
2 í / i L J (6.37) 
</?i(0) = y>i,,(oo) = 0 
Empleando nuevamente la condición de resolubilidad se obtiene: 
lim j - / 0 0 I ^ ^ ( y 1 ( 7 ? ) - a ( ^ - 7 ? ) 2 ) d 7 ? + ^ [°° ^ - ^ á A = 0 
T
^° ^1 Jo ¿ v\ Jo J 
La primera integral es negativa, pues yi(77,r) < 0, y la segunda positiva con lo cual 
debe verificarse que 1/I/J = o(l) y lnvf/1/1 = o(l), y por tanto puede tomarse ip\ = </>. 
La función vi(t) se determina a partir de la condición de resolubilidad del 
problema para <¿>2- Este es: 
/ r 
^(7?) - a(0o - 7?)2 + 2r7lnV^] + ^ V ° " V 2 L[<p2] = 
<¿>2(0) = 
deduciéndose 
1
 * 
2i/2 
¥>2,n(oo) 
-v 
= 0 
^2 (6.38) 
a3 , ln\/f 
^1 = - - ? = + G4 
v r vf 
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donde 
1 / ~ (g(g. - y? -
 yi(r,)) e°°-Hdr, 
a>=i r^-'^^ 
1 M -£° l ? e ' , ~ V d ' ? - l 
J*°° ee°~r)(f)zdr} 
La constrnte .096 se obtiene teniendo en cuenta que (6.31b) es lineal en 7 y calculando 
£ ° ^ ( 7 7 , 1 ) ^ - ^ 7 7 para 7 = 1 . 
Por tanto para 1 - T < 1 se verifica: 
fcfo, r ) = UlnJ^J ~ (2« + . (M67) -^L=) <Kv) + 0(1) (6.39) 
6.5.1.2 Solución en la etapa de transición 
Para determinar la escala de tiempos asociada a la etapa de transición pode-
mos comparar, mediante las expresiones anteriores, ^(77, r ) y ei/>i(r¡,T) en 1 - r < 1. 
Si omitimos el término logarítmico de \¡?i que está asociado a la función J5 I (T) , es decir, 
a la condición de contorno en 77 —• 00 que será modificada en la etapa de transición, se 
observa que ip0 y ei¡>i son del mismo orden cuando 1 — r = 0(e). Esto sugiere que en 
esta nueva etapa las variables a emplear son: 
T = 1 + €T 
(6.40) 
^(77,(7) = 80 + y/i0i(ri, a) + e02 (77,0-) + . . . 
Y(r¡,a) = 1 + eyi (17)+e2j/2(»?, *) + ••• 
La función S(e) — o(e) debe determinarse con la condición de que en cr = 0 tenga lugar 
la ignición. Llevando (6.40) a (6.14) se obtiene el siguiente problema para 0j: 
l[Bi] = ~e'--'+ 41) 
v£ 2 (6.41) 
De nuevo la condición de resolubilidad permite escribir 6 = o(y/e) y por tanto 
6,(^(7) = F1(a)cf>(r}) (6.42) 
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donde Fi(cr) es una función desconocida. Al efectuar el "matching" con la e tapa inicial 
se encuentra que para a —• —oo F\(a) debe verificar, al menor orden, 
FI(<T) = - 2 \ / = ? (6.43) 
El problema para 62 es: 
U<h] = | | e » - - " - | e * ' - ' f» + Vi - a( í . - t,)2 + i*?** 
02(O, <r) = 0, 02fl | = - \ / l + £ < 7 / 
Jo 
d ^ c ( o o , r ' ) d r ' 
(6.44) 
d r ' y/1 +
 e ¿7 - r ' 
La integral anterior representa el efecto acumulativo de la variación temporal de ^ (00 , r ) 
debiendo contablizarse tan to el correspondiente a la e tapa inicial como a la de transición. 
Al ser la expresión de \¡> distinta en ambas es útil calcular independientemente la con-
tribución de cada e tapa a la integral completa. Para ello dividimos el intervalo [0,1 +£<r] 
en los intervalos [0,1 — Are] y [1 — Are, 1 + ecr] siendo 1 <C k <C 1/e, y denominamos I\ e 
I2 a las integrales respectivas. En I\ 1 — r = (9(1) constituyendo la contribución de la 
etapa inicial en la cual xj? está dada por (6.27) mientras que en I2 1 — r = O(e) y t/> está 
definida por (6.40) correspondiendo a la e tapa de transición. Las expresiones para I\ e 
I2 son: 
, 1 _ f c £
 -
1
 V I - Dr' d r ' r 1 - * ' 1 - v T ^ T 7 d r ' 
/ i 
= r " l - l ^ ' = r i ^ - r '
7o r V l - £ r ' >/l + ea - r ' 70 r ' v / T ^ T 7 \ / H - ecr - r ' v y 
d f i ( g ' ) da ' 
'_* d<r' x/^ - 0' 
Obsérvese que en virtud de (6.32) y (6.43) ambas integrales poseen una singularidad 
logarítmica e n £ = 0 y A ; = oo respectivamente. Es importante contabilizar esta di-
vergencia de manera adecuada, es decir, independientemente de cual sea el valor de k. 
Para ello expresamos / j como 
h= I ~ =hl+ Il2 
Jo Jl-kc 
La primera de ellas puede integrarse para dar 
ln(-e<r) 
y l + eer 
mientras que si en la segunda hacemos r ' = 1 + ecr' se obtiene: 
T - f 1 ~ \ / = ^ 7 eáa' _ r da' ^ 
12
 ~ J-k (1 + sa')y/^I^ ^eia-a') ~ J-k y / ^ y / ^ ^ + ( V £ } ' 
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Finalmente podemos escribir #2,^(00, cr) en la forma: 
Haciendo $2(ri,cr) = S2(r],a) + 77^2,7/(00, <r) el problema (6.44) pasa a ser: 
Lfc] = ie*--' C 1 o" + " + Vi ~ oc{0o ~ T))2 + -F2<¿2 + 77 92iT¡(oo,a) (6.45) 
*2(0,<0 = *2fI|(oo,<r) = 0 
cuya condición de resolubilidad es: 
•1 roo -. roo -. 
que una vez calculadas las integrales es: 
c -i 
- + a - (2a + .O967) + - F 2 + 21n£ + 21n(-<r) = 
Para que esta condición sea independiente de e debe verificarse 
6 = -2eln£ + (2a + .0967)e + be + £>(e3/2) (6.46) 
donde b es una constante de orden unidad. 
Haciendo Fi(a) = 2g(a) y teniendo en cuenta (6.46) la condición de resolu-
bilidad puede escribirse como: 
que es una ecuación integral para determinar la función g(a) ,que debe integrarse con 
la condición g —> —\J—o para o —> — 00. Para que la ignición se produzca en r = 1 la 
función g determinada por (6.47) debe ser divergente en a — 0, lo que permite calcular 
b. Esta es la misma ecuación que encontraron y resolvieron Liñán y Williams [LW3] al 
analizar el caso 7 = 0. Los detalles de la resolución numérica, que aquí se ha llevado 
a cabo mediante un método ligeramente diferente, y del cálculo de b se encuentran en 
el apéndice 6.1. La figura 6.2 muestra la gráfica de la función g solución de (6.47) con 
b = 5.123... , valor para el cual g —• 00 cuando cr —* 0. 
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Como resultado del análisis efectuado se encuentra que tanto la temperatura 
como la concentración sufren modificaciones de orden e respecto del caso 7 = 0. Es 
decir, en la etapa inicial ip0 e Y0 permanecen invariables y lo mismo ocurre en la etapa 
de transición con 90 y 6\. Si se emplea como tiempo característico el tiempo químico 
tq — cp(RT¿/E)/qBe~E/RT' el tiempo adimensional es i = Dr/2-Ke2, y en esta variable 
la ignición ocurre en D/2TT£2. Observando que (6.46) puede escribirse como 6 = ¿(7 = 
0) + .0967, el tiempo de ignición cuando 7 = O(e) es: 
- ,
 x .096 7 
*i, = *if(7 = 0) + — ^ (6.48) 
siendo 
ii9(7 = 0) = —^- (1 + 2eln(l/£) + 2ae + be) 
6.5.2. Análisis cuando 7 = O(l) 
Los problemas para describir la evolución de la concentración y temperatura 
si 7 = (9(1) se obtienen introduciendo los desarrollos (6.23) y i a s relaciones (6.24) en 
(6.14). Para ip0 e Y0 se tiene: 
~ % + ^ F o e ^ - ^ = 0; Vo(0,r) = Vo,,(oo,r) = 0 (6.50a) 
T 9 7 ~ 2 " 9 ^ + 7 D Í y ° ^ ' ' " ' , = 0 ; n(i7,0) = V.(oo,T) = l (6.50b) 
que debe resolverse numéricamente para cada valor de 7. Los detalles acerca de la 
discretización de las ecuaciones, elección del paso temporal, . . . etc., se encuentran 
recogidos en el apéndice A.6.2. 
No obstante la complejidad de (6.50) pueden deducirse algunos resultados 
analíticos que además serán necesarios para la integración numérica. La concentración 
en 77 = 0, y ( 0 , r ) , puede calcularse a partir de (6.50b) sin más que tener en cuenta 
x/?(0, T) = 0, obteniéndose la siguiente ecuación 
^ ^ = - § 2 y . ( 0 , r ) ; y.(0,0) = l 
cuya solución es 
y o (0 , r ) = e x p ( - ^ 2 r ) ^ (6.51) 
que indica que al cabo de un tiempo de orden 2/7D, y por tanto más corto cuanto 
mayor es 7, la concentración en la superficie se hace exponencialmente pequeña. El 
resto de las funciones Y¿ verifican Y¿(0, r ) = 0. 
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Para tiempos pequeños puede buscarse la solución en la forma tp0(r),r) = 
r
^oi(f7) + • • • e Y0(T],T) = 1 — TYQI(T}) + . . . que llevados a (6.50) dan lugar a las 
siguientes ecuaciones: 
^ T + f e - " = 0; </-„! (0) = Voi , ,(oo) = 0 (6.52a) 
-Yn + | ^ r + ^ e - > = 0; r„ i (oo) = 0 (6.52b) 
cuyas soluciones son: 
V>oi = y ( l - e-*) (6.53a) 
*oi = lEz{r¡) (6.53b) 
donde En(r¡) es la función exponencial integral de orden n definida mediante En{r¡) = 
Con la solución para tiempos pequeños puede comenzarse la integración del 
sistema (6.50). Esta se realiza según el método descrito en el apéndice 6.2 y con .0 = 1. 
Como uno de los resultados que se pretende obtener es el valor del t iempo en el cual se 
produce la ignición, es decir, el valor máximo de r para el cual (6.50) admite solución, y 
éste está caracterizado por la no acotación de dift0/dr, además de las ecuaciones (6.50) 
se resuelve el siguiente problema lineal para calcular dxjjo/dr: 
Q
-^f + £ n e * - V o , r = > • - " (TY0,T + Y0) 
< V 2 2
 ( 6 > 5 4 ) 
V>o,r(0, r ) = ( ^ 0 , r ) ^ ( 0 0 , r ) = 0 
Se encuentra que para cada valor de 7 existe un valor de r , r0 , en el cual (6.54) 
dejar de tener solución acotada y que puede considerarse como una primera aproxi-
mación del instante en que tiene lugar la ignición. Las figuras 6.3 y 6.4 representan, 
respectivamente, los valores de ^ 0 ) T ( o o , r ) y \j)0(oo,r) para distintos valores de 7. La 
primera permite identificar con claridad el instante r0 aunque también se observa que 
el intervalo de tiempo asociado a la transición desde rp0 r = 0{\) has ta ^ 0 ; T ^> 1 dismi-
nuye conforme aumenta 7. Esto hace que en la figura 6.4 la ignición sólo sea evidente 
si 7 es relativamente pequeño. De hecho para valores de 7 grandes (7 ~ 15) el intervalo 
de transición llega a ser tan pequeño que el esquema numérico carece de la resolución 
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necesaria para ponerlo de manifiesto. Inmediatamente surge la siguiente pregunta: ¿es el 
intervalo de transición tan pequeño que efectivamente el método numérico no lo detecta 
o, por el contrario, simplemente no existe tal transición ni, en consecuencia, ignición 
cuando 7 es suficientemente grande? Sin duda ésta es una de las cuestiones cruciales que 
pueden plantearse en el contexto de este trabajo, motivada además por los resultados 
del análisis del modelo simplificado que se realizó previamente. 
Para interpretar la situación que se presenta al descartar la existencia de 
ignición es útil considerar para cada 7 el siguiente problema auxiliar: 
dr
r
 2
 (6.55) 
^0(o, A) = z/50)T?(oo, A) = 0 
donde la función incógnita i¡>0{yi A) representa la distribución de temperatura que exis-
tiría en el tiempo r = Xr0 si la concentración de reactante, y0(?}), fuese independiente 
del tiempo e igual a Y0(T], T0) solución de (6.50) en r = r0, siendo r0 el valor máximo de 
r para el cual el método numérico es capaz de calcular una solución del problema (6.50), 
bien porque la derivada */>0)T deja de estar acotada o por falta de resolución. Obsérvese 
que ^0(77,1) = ^0(?7, T0) = 0o(rj). 
Este problema auxiliar puede resolverse mediante el método descrito en el 
capítulo 3 que permite calcular con precisión el valor límite de A, A/tm, para el cual 
(6.55) admite solución. En A = A/¿m el problema 
~ ^ + A£vo(i7)e*--'ío,A = £vo(i7)e*--" drT 2 2 (6.56) 
V5o,A(0,A) = (V;o,A)T,(oo,A) = 0 
carece de solución acotada y por lo tanto el problema 
+ A / ¿ m ^ y 0 e ^ ~ V = 0; ¿(0) = ^ ( 0 0 ) = 0 (6.57) 
d2cf> 
dry2 ' "< í m 2 
posee una autofunción no nula no verificándose la condición de resolubilidad correspon-
diente a (6.56), con lo cual: 
/ 
0 0 
- y V o e ^ - V d f / ^ O 
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Al calcular el valor de A/,m se encontró A/¿m = 1 para todos los valores de 7, 
lo que indica que en r = r0 existe una autofunción no nula del problema lineal 
H[tf] = 0 + jyo(n)e°°M-'' = 0; ¿(0) = ¿,(oo) = 0 (6.58) 
Si 7 es de orden unidad, en cuyo caso la ignición se aprecia de manera evidente, el 
problema (6.54) no admite solución acotada y, por tan to , se verifica 
- 2 e ' " * (ToYoAl,T.) + VoM) * * , ¿ 0 (6.59) 
Consideremos ahora el rango de valores de 7 en que deja de ser de orden 
unidad (7 ~ 12) en el cual, aparentemente al menos, el esquema numérico carece de 
resolución. Si suponemos que en r0 no tiene lugar la ignición, el fallo del método 
numérico podría producirse a consecuencia de que difi0(r),T~)/dT y dtp0(T]'>rÍ')/^T s o n 
finitos pero distintos, es decir, estaríamos ante un punto singular análogo al que se 
encuentra al analizar el modelo simplificado. Para describir adecuadamente la transición 
entre r~ y r¿" debe emplearse una escala de tiempos mas pequeña en la cual los efectos 
no estacionarios, que ahora son fundamentales, sean de orden.unidad. El análisis de esta 
capa límite con la hipótesis dip0(r}, r~)/dr finita, lo que implica que en r~ se verifica la 
condición de resolubilidad para (6.54): 
muestra ser inconsistente. Por una par te la desviación de la tempera tura respecto de 
0o{r¡) puede ponerse como a(cr)(j)(r}) + (TT0xl>0,r(r],T~), donde a es la variable temporal 
interior, encontrándose para la función a(cr) una ecuación diferencial cuya única solución, 
que verifique la condición de contorno en a —• — 00, es la solución nula y, por otra, si 
dipoi'H-, To)/dT e s finita al calcular la solución de las ecuaciones para tpi e Y\ cuando 
T0 — T <C 1, necesario para realizar el "matching"-con la capa límite, se obtiene un 
comportamiento que no está de acuerdo con los resultados numéricos. Por tan to parece 
que existe siempre la ignición en el caso 7 = 0(1) y que es conveniente realizar un 
análisis del caso 7 >• 1. 
La figura (6.5) recoge los valores de r0 y las temperaturas máximas obtenidas 
en función de 7. En las figuras (6.6) y (6.7) se han representado las distribuciones de 
concentración y tempera tura para dos valores típicos de 7 y distintos tiempos. Cuando 
7 es pequeño la ignición se produce antes de agotarse el combustible en la superficie 
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exterior, en cambio si 7 es grande la concentración se hace exponencialmente pequeña 
en una zona próxima a la superficie, generándose una capa cuyo espesor es de orden 
unidad en la cual se produce la reacción y la variación de concentración desde cero a uno. 
Esta capa, que en el intervalo de tiempo previo a la ignición se propaga hacia el interior 
del sólido, presenta una estructura similar a un frente de reacción tanto más acusada 
cuanto mayor es 7. Las distribuciones de temperatura , muy semejantes en todos los 
casos, son tales que la derivada espacial en 77 = 0 es siempre, incluso en el instante de 
ignición, menor que la unidad, de forma que la t empera tura real del sólido, 1 — 77 + ip0, 
es inferior a la superficial y por tanto existe un flujo de calor desde el exterior hacia el 
sólido, a diferencia de lo que ocurre cuando se desprecia el consumo de reactante (7 = 0) 
en que la ignición ocurre, en primera aproximación, cuando el flujo de calor es nulo. 
El problema (6.50) describe la e tapa inicial en la cual los efectos no esta-
cionarios son despreciables y que, evidentemente, corresponde a r0 — r — O(l). Cuando 
r0 — r =<C 1 la solución de (6.50) indica que dip0/dr > 1 y por tan to el modelo cuasi-
estacionario deja de ser aplicable. La solución en rfl - r < 1 debe obtenerse mediante 
el análisis de una e tapa corta, que como antes denominaremos de transición, en la cual 
tiene lugar realmente el "runaway". La e tapa inicial hay que considerarla 'como pre-
cursora de la ignición, apareciendo efectos incipientes cuando r —* r0. La descripción 
precisa de tales efectos, necesaria para realizar el "matching" con la e tapa de transición 
y determinar su escala, será realizada a continuación. 
6 .5 .2 .1 . So luc iones de la e tapa inicial c u a n d o r^ — r <C 1 
El procedimiento que seguiremos es análogo al de 6.5.1.1 con la única dife-
rencia de no disponer de expresiones analíticas para las funciones que intervienen. 
Haciendo f = r0 — r > 0 con f <C 1 la solución de (6.50a) se busca como 
V>o(r?,f) = Uv) + M f ^ f o ) + A2(f )02(r7) + . . . (6.60) 
Teniendo en cuenta que 
Y0(ri,T) = y0(r,)-dYoi£T°)-T + ... (6.61) 
se obtiene para B\ la siguiente ecuación 
H[*i] = ~(yo + ToYo^e'--" + o ( l ) 
A i 2 (6.62) 
0i(O) = 0M (oo) = O 
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Como consecuencia de (6.59) este problema admite solución solamente en el caso de que 
T/\I{T) —+ 0 siendo ésta 0\ = </>, donde <¡> es la autofunción solución de (6.58). 
La ecuación para #2 es: 
H N = ~{y0 ~ T0Y0,r)e°°-* - ^T-ZyoeBo~^2 + o(1) 
A2 2 A2 4 ( 6 6 3 ) 
«2(0) = 02,„(oo) = 0 
y al imponer la condición de resolubilidad se obtiene: 
A1(f) = - a 1 \ / r (6.64) 
siendo 
í r(yo + r0Yor)eeo-^árj}1/2 
[ i o T0y0ee° *<l>*dri J 
Por tanto para 0 < r0 — r <C 1 las expresiones de x¡)0 e YQ son: 
i¡>o(r),r) = ij>0(r),r0) - ax(j>(r})Vr0 - r + o \{T0 - r ) 1 / 2 J (6.66a) 
dY (n r ) 
Y0{r¡, r ) = Y0{r), r0) °-f¡r^-{r0 - r ) + o(r0 - r ) (6.66b) 
Las ecuaciones para los términos de orden e en (6.23), ipi = V>i -f- rjBiir) e 
Yí son 
^ 1 + V * " * [ y o ^ + y2 - a(V>o - T ? ) 2 ^ + r?£i(r)Yo] = 0 . drT 2 \ (6.67a) 
^1(0,77) = V>M(OO,T) = 0 
y1(77,o) = y1(oo,r) = o 
siendo 
(6.67b) 
^ fd f r , (oo ,T ' ) d r ' 
{T) =
 -^l dr- y T - r . (6-67c) 
Para obtener el comportamiento de T/>I e Yí cuando r0 — r <C 1 es necesario conocer, 
además de las expresiones anteriores para i¡)0 e Y0, una expresión para la función B\(r). 
En la variable f (6.67c) es: 
Bi(f) = - v / r 0 - f T 
Jo 
dioico, r ' ) dr ' 
dr ' \ / r0 — f — r ' 
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Tomando k tal que f < fc < 1 la integral anterior puede descomponerse como I\ + 
Ii siendo l\ la correspondiente al intervalo [0, r0 — k] e 7*2 la correspondiente a [r0 — 
k,r0 — f ] . I\ representa la contribución de la etapa inicial antes de que aparezcan 
los efectos incipientes de la ignición y en ella d i / ' 0 (oo , r , ) /d r ' es de orden unidad de 
manera que puede calcularse a part i r de la solución de (6.50a). Por el contrario J2, 
donde r0 — r' <C 1, está asociada a estos efectos y se calcula mediante (6.66a). Cuando 
que se traduce en que la integral presenta 
una divergencia logarítmica cuyo t ra tamiento es similar al del caso 7 <C 1. Haciendo 
t — r0 — T' se tiene 
_ ík dV>0(oo, r 0 - f ) df 
Jf df y/i-t 
Teniendo en cuenta que i di/ (2y/iVi-f\ = ln [\/^+\/f-f| , se obtiene para 
B1(f): 
B i ( f ) = -y/r0-T \h + aj lnv/r - aj ln (2\/fc) + O(r) 
Como B\ no puede depender de &, el término \n2yk debe compensarse con I\ con lo 
que finalmente 
BI(T) = - a 2 + aly/f¿]ny/T0-T + 0(r0 - r ) (6.68) 
donde a2 es una constante positiva de orden unidad que hay que determinar numérica-
mente para cada valor de 7. 
La solución para ipi e Yi cuando r0 — r <C 1 se busca como 
^(77, f ) = ^ 1 ( ^ 1 ( 7 7 ) + ^ 2 ( ^ 2 ( 7 ) + • • • 
* í ft, r ) = p i ( f ) y „ (7?) + />2(f)y12(77) + . . . 
Para y?i se obtiene la ecuación 
H M = -^ee'-"Yu - - £ \-a{90-r,fy0 +r,y0 ( v ^ W f - o , ) ] -* • - ' e 
Pi (0) = ¥>i,*(oo) = 0 
Teniendo en cuenta que Y\\ es negativa, el integrando en la condición de resolubilidad 
es de signo constante y, por tanto, ésta se verificará solamente si p\/v\ - > 0 y \/v\ —* 0. 
Tomando (pi = <j>, la ecuación para Yn es: 
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de donde se deduce 
dpi 
dr 
Integrando esta úl t ima ecuación 
> n = --^y0<pe 
r = ~Mr) 
PI(T) = Pi(k)+ / i/!(f)dí 
donde k es tal que f < ¿ < 1 y debe elegirse de manera que se verifique la siguiente 
condición de acoplamiento 
Yi(rí,T0-k) = -le$'-''<l>y0p1(k) 
con¿>i(fc) = 0 ( l ) . 
La ecuación para <¿>2 e s 
l>2 ¿ V2 ¿< 
v2 2 
+a(60 - rj)2 + r)a2 - ijai^/r^lnV^ 
y aplicando la condición de resolubilidad se obtiene i/2 = 1 y una ecuación integral lineal 
para V\ cuya solución puede escribirse como: 
^(f) = ^w?-4=+e>(i) 
V r V T 
siendo m y n constantes positivas de orden unidad. 
Por tanto el comportamiento de V'i(7?5T) cuando r 0 ~ r < 1 es de la forma: 
i / \ / lnv/T0 — r n \ ., . 
^ i ( » 7 , r ) = m = > ^(iy) + . . . 
V V ro — T V ro — r / 
De este resultado junto con (6.66a) se obtiene, análogamente al caso 7 <C 1, que en la 
etapa de transición es r0 — r = O(e). 
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6.5.2.2. Solución en la e t apa de t ransic ión 
La estrutura de las soluciones calculadas anteriormente cuando se supone 
que T0 — r = o(l) determina el uso de las siguientes variables en la etapa de transición: 
D = l + S(e) 
r = r0 + e<r 
tl>(r¡,(r) = eo(r}) + y/iBifatr) + eB2(r¡, <r) + 
(6.69) 
Y(r¡, a) = y0(ri) + eyl (77, cr) + . . . 
que son las mismas que se definieron en (6.40). De nuevo 6(e) es una función tal que 
S(e) — o(e) y que debe determinarse con la condición de que la ignición tenga lugar en 
r = r0, es decir en cr = 0. 
A partir de las ecuaciones (6.14) se obtiene el siguiente problema para 0\: 
H[e1] = -^y0e°°-* + o(l) 
(6.70) 
0i(O,<r) = 0lfír(oo,<r) = O 
La condición de resolubilidad muestra que 6 = o(y/e) y que, por tanto, #1(77,(7) = 
Ai(a)<f>(r)). La función Ai(a) debe calcularse posteriormente y para que las soluciones 
en ambas etapas acoplen tiene que verificar A\{a) ~ —a\\J~u cuando a —• —00, donde 
la constante ai está determinada por (6.65). 
Para y\ se obtiene la ecuación 
dyi 'ndyo r0 e 
cuya solución, teniendo en cuenta (6.50b) y (6.61), es: 
yi\r},(7) = r - cr 
dr 
Finalmente la ecuación para 82 es: 
iee0-v 1 
(6.71) 
(6.72) 
vy0 + r0Y0iTa - royoa(0o - rj)2 + -T0y0A\^)2 (6.73a) 
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cuyas condiciones de contorno son: 
02(0,a) = 0 
02,17(00,(7) = —y/r0 4 ea 
Jo 
T0+S(T d ^ ( o o , r ' ) ár' (6.73b) 
d r ' y/r0 + ea — r' 
Procediendo de manera análoga al caso 7 <C 1 esta condición de contorno en 77 —• 00 
puede expresarse salvo términos de orden S y y/e, como: 
2 <Ui(<r') 1 \ da' 
B2,v(oc,a) = — ^ - l n ( - e a ) - a2 - y/r^arf / í 
ai da' y/a' J \pF~^ 
= (6-74) 
Mediante el cambio 02(rj,a) = 02(rj,a) 4- rf02fV(oo,a) la ecuación (6.73a) se transforma 
en: 
Z £ Z 
(y o + T0y0)r)<7 4-
T0y0 (02,if(oo, cr)?; - a (0 o - t]f) + -r0y0A\<t)2 
e2(0,a) = 82>rí(<x>,a) = 0 
Al imponer la condición de resolubilidad se obtiene: 
£ a? i4?(or) 
(6.75a) 
(6.75b) 
aiQ4 lne + l n ( - a ) - | " 2 <Ui da' = 0 (6.76) 
.£ \ai da' \J—a'J \/a — a' 
donde 1 < fc < 1/e. Las constantes ai y a2 son las determinadas con anterioridad y 
las restantes están definidas por las siguientes relaciones: 
«3 = 
/ 0 ° °yoe^ - | ' [ t t ( go - iy ) 2 +a2»y]^dTy 
S0™ yoee°~r,<f>zdr¡ 
a-i — y/r¿ 
J'OO > ^ o — » ? r)<f>dr¡ 
L y0ee°~v<f>3dr} 
0 0
 •* * ' • - * 
« 5 
J«oo >^d?7 
X, y 0 e e °~ , ? ^ 3 dry 
De (6.76) deducimos 
6 = ——£ ln£ + —£ 4- T T ~ £ + 0{£y/e) 2a5 a5 2a5 
(6.77) 
(6.78) 
siendo c una constante de orden unidad. 
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De igual manera que en el caso 7 <C 1, 8 representa el incremento del tiempo 
de ignición en la escala del t iempo químico. Es posible identificar tres componentes en 
8. El término proporcional a e\n.e~l está asociado al incremento debido a la pérdida 
de calor consecuencia de los efectos incipientes de ignición durante la e tapa inicial. El 
resto de la pérdida de calor, es decir la que existe durante la pr imera par te de la etapa 
inicial en la cual dtp0(oo,r)/dr es de orden unidad, es responsable del término qze/a*,. 
Finalmente ce/as representa la duración de la e tapa de transición. Obsérvese qué has ta 
el orden en que se ha calculado 6 no interviene la pérdida de calor asociada al aumento 
de entalpia local, que en la e tapa inicial es de orden e2 y cuya contribución a ¿ sería de 
orden e 3 / 2 . 
La ecuación para A\(a) queda en la forma: 
, 2 2 , / x ta ( 2 áAl 1 \ da' ,0*n. 
Ai +a 1 c r + a i a 4 l n ( -c r ) -f c = aiaA / — - — -==.)—7= (6.79) 
y_jk \ a i da' \/—a'J Ver — a' 
que mediante los cambios: 
0,10,4 , a 4 , 
A¡ = )J—9, (a,c) = —{y,V) 
y con b = 2c/ai«4 + 21n(a4/2ai) se reduce a la forma canónica: 
r > 4 ^ - ^ \ dy_ 2 + 
J-00 V dy' V^y'JVcr-a' 
verificándose g ~ — y/—y cuando y —• — 00, que es la misma ecuación encontrada en el 
análisis 7 <C 1. 
Si definimos 
a6 = y/a1a4¡2 
a7 = CL\¡2a\ 
a8 = al/a5 
a9 = a3/a5 +a8(b- 21na7)/2 
Ai, a y 8 pueden expresarse mediante 
Ai = aeg 
o — a7y 
8 = a 8 e ln ( l / e ) + a9e + 0(ez/2) 
(6.80) 
(6.81) 
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La figura 6.8 muestra la variación de los coeficientes a i , 02, 03, a4 y a5 en función de 7. 
El coeficiente a i , relacionado con la curvatura de z/>0(oo,r) cerca de r0 , es decreciente 
con 7 como consecuencia de que la transición entre %¡)0%T = O(l) y tp0,r ^ 1 tiene lugar 
en intervalos de r cada vez más pequeños. Los coeficientes 03 y 04 crecen de manera 
aproximadamente lineal con 7 debido a que la región donde y0e^0 - T / no es nulo, es decir 
la zona de reacción, corresponde a valores de 77 crecientes y en (6.77a) y (6.77b) el 
integrando tiene a 77 como factor. Los demás coeficientes 02 y 05 se mantienen de orden 
unidad. 
Los coeficientes CLQ y 07, representados en la figura 6.9, representan los fac-
tores por los que hay que multiplicar las variables canónicas g e y pa ra obtener A\ (a) 
y o. Al ser ÜQ decreciente y 07 creciente la amplitud de la función A\(a) es cada vez 
más pequeña mientras que la región en la cual se produce la divergencia es cada vez 
más grande dando lugar a que la variación de tempera tura en la e tapa de transición es 
más suave conforme aumenta 7. 
Finalmente los coeficientes ag y ag determinan la corrección que debe apli-
carse a r0 para obtener el t iempo de ignición. Empleando como antes el t iempo 
químico cp(RT¿ /E)/qBe~EfRTt como tiempo característico, la variable temporal es 
t = Dr/2'Ke2 en la cual la ignición ocurre cuando 
¿ig = 2 ^ - ( l + á g e m e " 1 + a9e + 0 ( e 3 / 2 ) ) (6.82) 
De la variación de a8 y ag se deduce que la corrección asociada a la divergencia 
logarítmica a través del término e m e - 1 pierde importancia al aumentar 7 a consecuencia 
de que los efectos incipientes de la ignición durante la e tapa inicial, responsables de esta 
divergencia, van desapareciendo. Al mismo tiempo la corrección debida a la pérdida de 
calor durante el intervalo en el cual dipO(oo, T)/8T es de orden unidad aumenta. Además 
a causa de que a-¡ crece con 7 la duración de la e tapa de transición aumenta y la suma 
de estos dos últimos efectos explica que ag sea creciente. 
Evidentemente este análisis falla cuando 7 es suficientemente grande y a9 es 
de orden 1/e pues entonces no se verifica 6 = o(e). La e tapa de transición no es corta 
comparada con la e tapa inicial pues 07 > 1 y en consecuencia no puede describirse 
mediante (6.69). 
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6.5.3. Análisis cuando 7 ^> 1 
Analizaremos a continuación la solución de (6.14) cuando es 7 >> 1. El obje-
tivo principal es determinar si existe algún valor crítico de 7 tal que para valores mayores 
deja de producirse la ignición. Se trata, por tanto, de comprobar si las conclusiones que 
se obtuvieron al analizar el modelo simplificado son aplicables al modelo completo. 
La solución se busca como un desarrollo en serie de potencias cuya forma 
depende del orden de magnitud relativo entre 7 y e. Consideraremos, de manera análoga 
al apartado 6.5.1, el límite distinguido 7 = 0 ( l / e ) , que corresponde a valores de Tc = 
7T£27 pequeños frente a la unidad. 
Sea 7 = T/e con T — acpT8/7cq de orden unidad, tomando como nueva 
variable temporal t = r/e y con los desarrollos para \¡> e Y dados por (6.23) y (6.24) se 
obtienen de (6.14) las siguientes ecuaciones, condiciones de contorno e iniciales: 
d2é 
-JT = °; MQ, *) = V»o,,(oo, t) = 0 (6.84a) 
fw" i ?r+ r1F°e"? = 0 ; F o ( 7 7 , 0 ) = r ° ( 0 0 ' t ] = l (6*84b) 
^ - + ÍY0e-" = 0; ^i(0,<) = ^ i ,* (°M) = 0 (6.84c) 
La solución de (6.84a), ip0 = 0, muestra que cuando 7 ^> 1 la temperatura es de orden 
I/7 , lo que permite linealizar el término de Frank-Kamenetskii e^. Sin este factor, que 
es el que produce la ignición, las ecuaciones anteriores admiten solución para todo valor 
de*. 
La ecuación (6.84b) puede escribirse en las variables { = x]\ft y t como: 
que integrada da 
Y0 = exp {-tTEsit})] (6.85) 
Con esta expresión el problema para ip\ es: 
dV 
r = Uxpl-tTEsM - 77]; Vi(0,t) = ^ ( 0 0 , ¿) = 0 (6.86) 
<V 2 
que tiene que resolverse numéricamente. Para valores de t pequeños puede despreciarse 
TtE3(rj) frente a 77 y se obtiene ^i(r/,t < 1) = t (1 - e*"*) /2 . 
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Las figuras 6.10 a 6.14 muestran los perfiles de concentración y tempera-
tura, el valor máximo de T/>I, la derivada temporal dil>i(oo,t)/dt y la función B(t) — 
'* dV>i(oo,0 át' . . 
que se obtienen al integrar las ecuaciones anteriores en los v¡ [ 
Jo át' y/t-t* 
casos r = 1 y r = 5. 
A consecuencia de la linealización de é^ la velocidad de reacción es inde-
pendiente del incremento de tempera tura de manera que la reacción puede considerarse 
localmente isoterma. Para tiempos moderadamente grandes frente a la unidad se forma 
un frente de reacción que separa la región donde existe equilibrio químico por haberse 
consumido el reactante de la región en la cual la reacción está congelada por efecto de 
la temperatura inerte. Este frente está situado en torno a r\j tal que TtE^rjf) ~ 1 y se 
propaga a una velocidad r¡f ~ 1/t. 
Los resultados de este modelo son válidos mientras il>\ se mantenga de orden 
unidad. Si i¡>\ es una función creciente del t iempo y llega a ser de orden 1/e, la reacción 
deja de ser localmente isoterma y pasa a estar gobernada por una cinética t ipo Frank-
Kamenetskii a través del término e^. Pa ra analizar si V>i? es creciente con t considérese 
el siguiente problema: 
^ " ' * = | ( 1 - trJEsfo)) exp l-tTE.M - rj] drj2 2 
< M M ) = (*i,f),(oo,í) = 0 
cuya solución es la derivada temporal de ipi. Integrando una vez entre 77 e 00 se obtiene: 
¿tyM 1  í°° 
= - j (1 - t r £ 3 ( r / ) ) e x p [-tTEzW) ~ j] <V 
Teniendo en cuenta que para todo 77 es £3(77) < ¿^(r?) se tiene 
dr) 
1 í 1 
> - J (1 - tTE2(r)1)) exp [-tTE^') - 77'] dr?' = - e x p [-tTE^) - 77] > 0 
es decir, ^í ,* es una función creciente de 77 cuyo valor máximo es t/>i?t(oo, t). Si se integra 
de nuevo entre 0 y 77 se obtiene 
1 rv roo 
l M « M ) = 2 / dr>' I, CL-rtE3(T,"))exp{-tTE3(Vi")-v"} di," > 
i rexp{-tTE3(r,')-ri'}dr,'>0 
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Por tanto i¡)\ es una función creciente existiendo un valor de í a part i r del cual no es 
correcto linealizar el término e^ dando lugar a una segunda etapa, análoga a la de 
transición en el caso 7 = O ( l ) , caracterizada por que la cinética de la reacción vuelve 
de nuevo a ser de tipo Frank-Kamenetskii. En consecuencia la velocidad de reacción 
aumenta, liberándose calor a un r i tmo mayor que cuando la reacción era isoterma lo 
que podría originar la ignición al cabo de un cierto tiempo. Es ta situación sería análoga 
a la encontrada por Kassoy y Liñán [KL] al analizar la explosión térmica en un sistema 
supercrítico no adiabático cuyas pérdidas de calor son muy próximas a las críticas. En 
este sistema durante un período de tiempo largo el calor liberado por la reacción es casi 
compensado por las pérdidas del mismo originando un aumento de la tempera tura muy 
gradual pero que finalmente es capaz de producir la ignición. 
De los resultados anteriores parece deducirse que la ignición se produce para 
todo valor de Y de orden unidad y que el consumo de reactante retrasa la ignición 
pudiendo incluso modificar el orden de magnitud del tiempo de ignición, ya que el 
tiempo característico que hemos empleado para adimensionalizar las ecuaciones es el 
el t iempo de ignición que se obtiene cuando se desprecian los efectos del consumo de 
reactante, mientras que ahora éstos son importantes. Si el t iempo de ignición fuese 
muy grande podría ser necesario que la condición de contorno en 77 = 00 permitiese la 
pérdida de calor hacia la región inerte, originada por el efecto acumulativo de la derivada 
temporal de la temperatura . En la e tapa de transición, analizada anteriormente, este 
efecto llega a ser de orden unidad gracias a los efectos incipientes de ignición que se 
producen al finalizar la e tapa inicial. Cuando 7 ^> 1 la e tapa isoterma carece de éstos 
pero a causa de su mayor duración el efecto acumulativo puede llegar a ser también de 
orden unidad en cuyo caso no debe imponerse la condición tp0fV(oo, r) = 0. 
En todo caso obsérvese que F = 0(1) es equivalente a r c = O(e), es decir, 
el parámetro que mide la importancia de los efectos de consumo de reactante en la 
explosión térmica es pequeño. Esto significa que si se alcanzasen las condiciones nece-
sarias para una explosión térmica homogénea ésta se^produciría. Si por el contrario 
fuese r = 0(11s) sería r c = O(l) en cuyo caso la criticalidad desde el punto de vista 
de la explosión térmica desaparece, siendo más dudoso que pueda producirse la ignición 
en condiciones no homogéneas. 
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6.6.- ANÁLISIS DEL MODELO BIDIMENSIONAL 
La solución del problema (6.18) se busca como un desarrollo en potencias de 
£ de la forma 
\¡> = \¡>0 + ei¡>i + e2t¡)2 + • • • 
Y = Y0 + eY1+e2Y2 + . . . 
Teniendo en cuenta que el desarrollo de la función 
<Pi = \ - erf (v/Sreí eos 0/2) erf (v/^£sen0/2) (6.87) 
es 
<Pi = 1 -
 £Í£2sen20 + £2^-£4sen20 + o(e2) 
se obtienen los siguientes problemas para ifi0 eY0: 
1 
AV>0 + DTY0 exp </>o - ~(2sen29 = 0 
V>o(£, 0, r ) = </>o,é>({, TT/4, r ) = ^0¿(oo, 0, r ) = 0 
(6.88a) 
(6.88b) 
ar 2 ai + i l 7 r r o e x P 
ro(f , M ) - 1 = n ( o o , 0 , r ) - 1 = 0 
V'o ~ -f2sen20 = 0 (6.89a) 
(6.89b) 
Si el parámetro T, relacionado con el unidimensional mediante T = 7c y con el ho-
mogéneo mediante T = rc/7T£, es de orden e (7 = (9(1)) las ecuaciones para la concen-
tración y la temperatura se desacoplan al igual que ocurría en el caso unidimensional 
con 7 < 1 . La ecuación para Y0 proporciona Y0 = 1 con lo cual el problema para ip0 se 
reduce al resuelto en el capítulo 3 cuando 7 = 0. Esto significa que tanto el incremento 
de temperatura debido a la reacción como la cantidad de reactante consumida es de or-
den e. En esta hipótesis, que es la analizada usualmente, la ignición se produce con una 
variación de concentración prácticamente nula y el tiempo de ignición es r = 1. Este 
puede corregirse al tener en cuenta los efectos no estacionarios y el efecto del consumo 
de reactante. Mientras los primeros introducen una corrección proporcional a e2/3 , la 
asociada al segundo es de orden e. 
El método para resolver las ecuaciones (6.88) y (6.89) cuando r = 0(1) se 
describe en el apéndice 6.3. De manera muy general puede señalarse que la ecuación 
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para la tempera tura se resuelve mediante un procedimiento muy similar al desarrollado 
en el capítulo 3, lo que supone trasladar adecuadamente la condición de contorno en 
f = oo. La concentración se calcula de forma análoga al caso unidimensional según lo 
reseñado en el apéndice 6.2. 
Las figuras (6.15) y (6.16) muestran los valores máximos de if>0tT y %¡)0 para 
distintos valores de T, y las figuras (6.17) y (6.18) los perfiles de t empera tura y concen-
tración para T = 0.2 y T = 0.5. La ignición se produce si T < 0.5 en tiempos que como 
máximo son del orden de dos veces el correspondiente a T = 0. Si T > 0.5 aparecen 
dificultades al resolver el sistema de ecuaciones lineales generado por la discretización 
de la ecuación 6.88a y que son producto del mal condicionamiento de la matriz. A 
consecuencia de las mismas no es posible proseguir la integración a part i r de un cierto 
valor de r , T0 , aún siendo ip0¡r finita. Al igual que en el caso unidimensional el análisis 
de la posible existencia de una capa límite en r0 con derivadas finitas pero distintas a 
ambos lados es inconsistente. 
Una posible explicación de esta situación puede ser la siguiente. Al aumentar 
r se consume el reactante de la superficie sin que se haya producido la ignición. Esto 
origina la aparición de un frente de reacción que se desplaza hacia el interior del sólido a 
una velocidad que es creciente con la velocidad de reacción y que, por tanto , depende de 
la temperatura a la que encuentra el reactante. Al haber eliminado la difusión del reac-
tante , éste sólo puede calentarse por efecto de la tempera tura inerte (el calentamiento 
producido por conducción a consecuencia del incremento de tempera tura en la zona de 
reacción es pequeño), y debido a que ésta decae como £2 la reacción se congela en una 
zona relativamente próxima al origen. Si el frente alcanza esta región sin que haya tenido 
lugar la ignición su velocidad se reduce cesando la propagación del mismo, de manera 
que en los instantes posteriores la concentración sería independiente del t iempo. Sin 
embargo la evolución no puede describirse mediante las ecuaciones (6.88) y (6.89) pues 
éstas no admiten una solución de la forma Y0 = F o ( f ,0 ) ya que para que se verificase 
(6.89a) debería ser re^° independiente de r , es decir, I/>0(£,8,T) = <¿>0(£,#) — l n r no 
verificándose entonces el problema (6.88) pa ra i/>0. Parece razonable concluir que los 
problemas (6.88) y (6.89) carecen de solución si r excede un cierto valor r0 aunque 
V>o,r sea finita. Esto pudiera ser consecuencia de que la simplificación introducida al 
reemplazar la tempera tura inerte (6.87) por el primer término del desarrollo no es 
correcta pues la tempera tura disminuye más rápidamente que en la expresión completa, 
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dando lugar a que la reacción se congele muy cerca de la superficie. Los experimentos 
numéricos realizados reteniendo todos los términos de (6.87) no han confirmado esta 
hipótesis ya que se observan dificultades análogas. 
El mecanismo anterior para explicar cómo el frente de reacción se detiene 
al encontrar reactante frío es muy similar al expuesto por Williams [WI, pp . 328-335] 
al t ra ta r de la inestabilidad intrínseca de la propagación de llamas originadas por la 
combustión en fase condensada de sólidos no reactivos. Es ta inestabilidad se t raduce en 
un modo de propagación pulsante correspondiendo los instantes de mayor velocidad a la 
reacción en zonas calientes, mientras que las de menor velocidad corresponden a zonas 
frías en las que el frente de reacción debe "esperar" a que la conducción de calor eleve la 
temperatura del combustible si tuado delante para acelerarse de nuevo. Un análisis más 
detallado ha sido realizado por Matkowsky y Sivashinsky [MS] quienes han determinado 
el valor de T c de orden unidad en el cual se produce la pérdida de estabilidad. 
Puede darse ot ra interpretación, que desde el pun to de vista del problema 
que estamos t ra tando es más apropiada, si se considera la relación entre las velocidades 
de propagación del frente de reacción y de la onda térmica generada por el aumento 
de tempera tura superficial. Obsérvese, en primer lugar, que en las variables previas a 
las de semejanza ésta es proporcional a 1/y/r y, por tanto, decreciente. La velocidad 
del frente es mayor, pues de lo contrario en la variable de semejanza estaría fijo, con lo 
cual adelanta a la onda de conducción encontrándose con reactante a baja tempera tura 
y reduciendo su velocidad hasta que el mismo es adelantado por la onda térmica que 
calienta nuevas capas de reactante haciendo que aumente su velocidad. Este proceso es 
básicamente no estacionario, incluso en la variable de semejanza, y por tan to no puede 
describirse sin retener los efectos no estacionarios. En consecuencia las dificultades 
anteriores pueden considerarse como un fallo de la hipótesis cuasiestacionaria. Obsérvese 
además que el término erdtp/dr debe tenerse en cuenta si es r = 0 ( 1 ) y ipT = 0(1/e) 
ó*f>r = 0 ( 1 ) y r = 0 ( l / £ ) . 
Si comparamos el valor de T con el correspondiente a la explosión homogénea 
se encuentra que para r = 0 ( 1 ) es F c = O(e) -C 1. En consecuencia, y al igual que 
ocurría en el modelo unidimensional, podría producirse la explosión térmica homogénea 
si se diesen las condiciones apropiadas para ello. En cambio si es T = 0 ( l / e ) , con lo 
cual T c = 0 ( 1 ) , parece más difícil que se produzca la ignición pues el efecto del consumo 
de reactante es tan importante que impide la explosión térmica. 
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Para los valores de T en que existe ignición la solución de (6.88) y (6.89) 
debe considerase como la descripción de una etapa inicial en la cual los efectos no esta-
cionarios son despreciables. El tiempo de ignición, r0 en primera aproximación, puede 
determinarse de forma más precisa analizando la etapa de transición. El procedimiento 
a seguir es análogo al del apéndice 3.5 y al del apartado 6.5 de manera que omitiremos 
algunos de los detalles del mismo. 
La existencia de ignición en r0 significa que el problema 
1 
AV'o.r + DrY0exp V>0 - ^£2sen20 V\>,r = 
—Dexp \¡>o - - f 2 sen20 
¿i 
{Y0 + TY0,T] 
^ 0 , r ( í , 0, r ) = (iPo,r)e(Z, TT/4, r) = W>o,r)*(oo, *, r ) = 0 
(6.90a) 
(6.90b) 
carece de solución acotada en r = r0 y en consecuencia el problema lineal autoadjunto 
<p0 — -£2sen20 L[(¡>] = A(f> + Dr0y0 exp (¡) = 0 (6.91a) 
(6.91b) 
donde t/o({,#) = Y0(£,6, ro) y <^o(^^) = ^o({>0»To)» debe admitir una autofuncion, <¡>i 
no nula y tal que 
/ De"-'**2™29 [y0 + r0Y0,r{r0)] </>(d0d( ¿ 0 (6.91c) 
En la última parte de la etapa inicial, cuando r0 — r <C 1, la temperatura puede expre-
sarse en términos de esta autofuncion. Para ello buscamos la solución de los problemas 
(6.88) y (6.89) como 
</>0(í, *, r) = <p0(L *) + Ai(f)¿!( í , 0) + A2(f)A2(í, B) + . . . 
^o(í, ^, T) = y0(í , 0) — r + . . . 
siendo f = r0 — r <C 1. Al llevar estas expresiones a (6.88a) se encuentra que A\ debe 
verificar 
L[¿!] = D-f e*.-*?—»» {y„ + >.n,T(T.)} 
Ai 
con las condiciones (6.91b). A consecuencia de (6.91c) la existencia de solución requiere 
f/Ai —* 0, y por tanto ésta es A\ = <f>. Para Ai se obtiene la siguiente ecuación: 
L[At] = f De*'-*'-*'{ye + r.r„, r(T.)} - ¿* 2 ^Z>r .y . e*« -*< , ~ 2 » 
A2 ¿ A 2 
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con las mismas condiciones de contorno. Al aplicar la condición de resolubilidad se 
determinan las funciones A2 y Ai siendo A2 ~ f y Ai = — a i v f ¡r0 con 
con lo cual puede ponerse: 
ai 
Mt> ^ r) = ^0(í, 0) - - ^ V í T ^ Í C , B) + C>(T0- T) (6.93) 
y/T0 
La solución para los términos de orden e, %¡)\ e Yí, se busca de la forma 
Vi = vl{f)B1((,,6) + v2(f)B2{U) + ... 
Mediante las condiciones de resolubilidad para los problemas corrrespondientes a B\ y 
B2 pueden determinarse las funciones ^i(f), ^ ( T ) y />I(T) obteniendo finalmente 
l h = - a 3 £ í í i í ) + 0 ( l ) (6.94) 
con 
Al comparar ?/>0 y eifti se encuentra que la escala en la cual los efectos no esta-
cionarios son de orden unidad es, al igual que en el apéndice 3.5, £2/3. En consecuencia 
las variables a emplear para describir la etapa de transición son 
i/, = <p0(t, 9) + e ^ V i (í, 0, <T) + £2 /V2({, 9,*) + ... 
Y = yo(e,0) + eV3y1(t,6,a) + ../ 
que llevados a 6.14 proporcionan: 
Lfci] = 0 
da ~ 2 dr¡ ° 
ucr ^y^i+
 a(y° + royo,r) 
junto con las condiciones de contorno: 
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<¿>»(f, 0, a) = ¥>,-,*(£, TT/4, a) = ¥>¿¿(oo, 0, <r) = 0 (z = 1,2) 
yi(oo,0,<r) = 0 
y las condiciones iniciales: 
a —• — o o : <pi —» — CLiy/—<T<f), 
De las dos primeras ecuaciones se obtiene 
v>\ =/iO)<¿ 
dY0 
dY0 
2/1 = To- ar 
siendo /i(<?) una función que debe verificar la condición f\(a —*• —oo) ~ —a\\J—o 
y tal que el problema para ^2 sea resoluble. Mediante la condición de resolubilidad 
correspondiente se encuentra la siguiente ecuación para f\: 
^ d 7 = U J + * (6-96) 
donde 
Jo ^WM , .
 0 -
a = 7T— r——— — (6.97) 
JQ D (Vo + T0Y0,T) e*--h?™29<l>tátáe 
De manera análoga al apéndice 3.5 esta ecuación puede reducirse a una de Ricatti cuya 
solución se expresa en términos de las funciones de Airy, llegándose a: 
1 /"i 
*«,*,T) =
 v.((,«) + a I(e2gn ¿(^ijJEjy (6-98) 
con 
s=(-^-) T—^ (6.99) 
\ Sa\ Ü2 J r0 
La divergencia de esta expresión se produce en s0 = 2.3381 y, por tan to , el nuevo tiempo 
de ignición es 
rig = r0 + 2 .3381ry 3 (eaia2)2/3 (6.100) 
que referido al t iempo químico puede expresarse como: 
tig = ^^-r0 ( l + 2 .3381a 5£ 2 / 3 ) (6.101) 
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La figura 6.20 muestra los coeficientes a i , 02, 03 y el valor de r0 para dis-
tintos T y la figura 6.21 los coeficientes 04 = ai (ai Ü2 /TQ) 1 / 3 y 05 = (aia2/r 0 ) 2 / 3 , que 
están ligados, respectivamente, a la amplitud del incremento de temperatura generado 
durante la etapa de transición y a la duración de la misma. La variación de 04 y 0,5 
con T es similar a la que se encontraba en el caso unidimensional: la amplitud decrece 
mientras que la extensión aumenta, haciendo que este análisis no sea válido cuando 
05 = O (e~2 /3) , esto significa que la duración de la etapa de transición es comparable a 
la inicial de forma que los efectos no estacionarios no pueden considerarse confinados en 
una etapa corta en la cual se admiten únicamente variaciones de r¡) de orden e1/3 sino 
que deben incluirse en una etapa donde tanto las variaciones de t/> como la duración de 
la misma sean de orden unidad. 
6.7. RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
De los resultados que se han obtenido al analizar el efecto del consumo de 
reactante deben destacarse como más significativos la diferencia cualitativa entre el de-
sarrollo de la ignición en los modelos uni y bidimensional y la imposibilidad de proseguir 
el análisis con la hipótesis cuasiestacionaria cuando 7 ^> 1. 
*• 
En ambos modelos el régimen de ignición corresponde a valores del parámetro 
7 = CpRTg /-Kqe2E de orden unidad. En el unidimensional se precisa consumir una 
cantidad apreciable de reactante, tanto mayor cuanto mayor sea 7, para producir la 
ignición y ésta ocurre en tiempos crecientes con 7 pero del orden de tq/27re2, siendo 
tq = cpRT2/qEBe-EfRTt el tiempo químico característico. La ignición en el caso 
bidimensional tiene lugar en un tiempo muy aproximadamente igual a 2.bAltq/ire con un 
consumo de reactante de orden e. Por tanto la concentración de temperatura inerte gene-
rada por el efecto geométrico asociado a la presencia de la esquina tiene consecuencias 
semejantes sobre el tiempo de ignición y el consumo de reactante: ambos se reducen en 
un factor de e. 
Cuando 7 es de orden 1/e (T = 0(1)) existen también notables diferencias 
entre el comportamiento de ambos modelos. En el unidimensional la temperatura au-
menta muy lentamente siendo de orden e durante un intervalo de tiempo, que puede ser 
grande, hasta que finalmente se hace de orden unidad y entra en juego la cinética de 
tipo Frank-Kamenetskii. A partir de ese momento, e incluso antes, pudiera ser necesario 
retener el efecto de la pérdida de calor, con lo cual el problema no podría resolverse 
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independientemente de e. Para valores de T < 0.5 existe ignición en el modelo bidimen-
sional, aunque ahora con un consumo de reactante de orden unidad, siendo el t iempo de 
ignición del orden de 2.547tq/7ce y creciente con I \ Este hecho es sin duda consecuencia 
del efecto geométrico. Cuando T es mayor surgen dificultades análogas al caso unidi-
mensional cuando se intentaba resolver el problema correspondiente a 7 = O ( l ) pero 
grande (7 ~ 15). De hecho el comportamiento del valor máximo de la tempera tura es 
muy similar en ambos casos lo que sugiere que el fallo se produce por una misma razón, 
que pudiera ser el carácter pulsante de la propagación del frente. 
Respecto de la existencia de un régimen en el cual no se produce la ignición 
hay que señalar que la situación es totalmente diferente de la que se encontró al analizar 
el modelo simplificado. En éste, además del régimen de ignición, existe uno de extinción 
en el cual la temperatura tiende a cero en un tiempo infinito. Es decir, las ecuaciones 
correspondientes (6.19) admiten la solución 9 = 0, pero esto implica que entonces y — 0. 
La extinción se produce, por tanto , por agotamiento del combustible disponible, y esto 
sólo es posible en el caso homogéneo o cuando se considere el caso no homogéneo en un 
sólido finito. En los modelos analizados aquí, (6.14) y (6.18), al no poder ser Y = 0 
tampoco es posible ifi = 0 lo que descarta la existencia de un régimen de extinción 
análogo al del modelo simplificado. 
De no producirse la ignición podría existir un régimen en el que tan to la 
función i¡) como su derivada temporal se mantuviesen de orden unidad y que consistiese 
básicamente en la propagación de un frente de reacción que, debido a las pérdidas 
de calor, no fuese capaz de generar incrementos de t empera tura respecto de la inerte 
de orden unidad. Este régimen sería análogo al que encuentran Averson, Barzykin 
y Merzhanov [ABM] al analizar la ignición de un sólido simétrico (slab, cilindro o 
esfera) bajo las hipótesis de energía de activación finita y número de Damkóhler grande 
frente a la unidad. Para proceder a la integración numérica escriben las ecuaciones de 
conservación en forma adimensional mediante: 
% = £ ¿ (?%) +Y*'/1+$' = 0; * ( f , 0 ) . - 1/e = * ( 0 , r ) = * { ( o c , r ) = 0 
donde 6 = E(T - T.)/RT¡, r = t/t„ £ = ry/D~a, ¡3 = RT?/E y t„ s y Tc tienen el 
mismo significado que hemos definido previamente. Pa ra valores de Tc pequeños frente 
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a e obtienen resultados muy similares a los que hemos encontrado cuando 7 = (9(1): la 
ignición se produce muy cerca de la pared con un consumo de reactante relativamente 
pequeño. Esta respuesta del sistema se modifica cuando Tc aumenta has ta valores 
del orden de e. Nótese que Tc/e — 1 corresponde a valores de los parámetros tales 
que la tempera tura de la pared Ts es igual a la tempera tura adiabática de combustión 
Tfc = T0 + q/cp. Si Tc = O(e) el consumo de reactante es importante generándose un 
frente que se propaga hacia el interior del sólido. Mientras T c sea menor que e la reacción 
es capaz todavía de elevar la tempera tura por encima de la de la pared haciendo 6 > 0 en 
la región donde está situado el frente pero sin que se produzca la ignición. Para Tc > e 
la temperatura es negativa en todos los puntos y el efecto de la reacción consiste en 
elevar ligeramente la tempera tura por encima de la inerte, consumiéndose el reactante 
gracias al calor aportado desde el exterior. De estos resultados parece desprenderse 
que la ignición considerada como un aumento de la t empera tura que cambia el orden 
de magnitud en un instante bien definido desaparece cuando Ts = 0(T0 + Q/CP). Este 
rango corresponde precisamente a T = 0(1) en el cual las soluciones presentan análogas 
características a las obtenidas cuando Vc/e = 0(1). En el análisis de las explosiones 
térmicas existe también un régimen similar denominado de reacción lenta cuando el 
número de Damkhóler es subcrítico [WI, pp. 576-581]. 
El análisis de la e tapa de transición, en la cual se incluyen los efectos no 
estacionarios, asociados siempre a pérdidas de calor, muestra en ambos modelos que al 
aumentar 7 ó T esta e tapa se extiende sobre un intervalo de t iempo cada vez más grande, 
hasta que finalmente deja de ser pequeño comparado con la duración de la e tapa inicial 
y que la amplitud del incremento de temperatura generado disminuye a consecuencia 
de que las pérdidas de calor actúan durante un tiempo mayor. Estos resultados estarían 
de acuerdo con la existencia del régimen de no ignición señalado anteriormente. Por 
una parte el menor incremento de temperatura es compatible con que tan to i¡) como 
i¡)T sean de orden unidad y, por otra, al ser la e tapa de transición comparable a la 
inicial los términos no estacionarios deben retenerse, lo que es necesario para describir 
la propagación del frente si éste tiene carácter pulsante. En todo caso la existencia de 
este régimen debe entenderse como una conjetura razonable que tiene que ser objeto de 
un análisis posterior. 
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Figura 6.2 Gráfica de la función g(a) solución de (6.47). 
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Figura 6.3 Valores de ^0 ) r(oo, r ) para diversos 7. 
T / > 0 ( O O , T ) 
Figura 6.4 Valores de t/>0(oo,r) para diversos 7. 
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Figura 6.5 Valores de r0 e incrementos máximos de temperatura ip0(oo, r0) en función 
de 7. 
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Figura 6.6.a Distribución espacial de concentración de reactante para 7 = 3 y diversos 
tiempos. 
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Figura 6.6.b Distribución espacial de concentración de reactante para 7 = 6 y diversos 
tiempos. 
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Figura 6.7.a Distribución espacial del incremento de temperatura para 7 = 3 y diver-
sos tiempos. 
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Figura 6.7.b Distribución espacial del incremento de temperatura para 7 = 6 y diver-
sos tiempos. 
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Figura 6.8 Coeficientes a i , (22, a 3 , «4? y as, en función de 7. 
Figura 6.9 Coeficientes a6, 07, ag, y ag, en función de 7. 
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Figura 6.10.a Distribución espacial de concentración de reactante para r = £7 = 1 
distintos tiempos (las curvas equidistan At = 50). 
Yofat) 
Figura 6.10.b Distribución espacial de concentración de reactante para T = £7 = 5 
distintos tiempos (las curvas equidistan At = 50). 
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Figura 6.11.a Distribución espacial del incremento de temperatura para r = ej — 1 y 
distintos tiempos (las curvas equidistan A¿ = 50). 
ifrifaO 
r = 5 t = 500 
= 50 
_l I . ,1 
Figura 6.11.b Distribución espacial del incremento de temperatura para r = cy = 5 y 
distintos tiempos (las curvas equidistan A¿ = 50). 
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Figura 6.13 Valores máximos de ipi:t en función de t para r = 1 y T — 5. 
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Figura 6.14 Gráfica de la función B{t) para f = 1 y T = 5. 
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Figura 6.16 Valores de T/>0(OO,T) para diversos T. 
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Figura 6.17.b Perfiles de temperatura en 9 = ir/4 correspondientes a T — .5 para 
diversos tiempos. 
n ( í , 7 r / 4 , r ) 
,25 
0.25 
0.50 
0.75 
1.00 
riim = 1.231 
J — i i . i -
F 
/ ¡I 
230 
i 1 1 1 1 1 r 
-i 1 ' i i 
r = .2 
2. 4. £ 
. i i i • • i • • •
 t i 
6. .. 8. 10. 
Figura 6.18.a Perfiles de concentración de reactante en 6 = 7r/4 correspondientes a 
T = .2 para diversos tiempos. 
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Figura 6.18.b Perfiles de concentración de reactante en 9 — TT/4 correspondientes a 
r = .5 para diversos tiempos. 
231 
(MTO)\ 
T0 
1.5 
1.0 
.5h 
.0 
•r i • ~ i r " -| r , n - i r i— - j 
(MTo))max 
i
 
i
 
i 
i
 
1
 
i
 
i
 
i
 
i
 
1
 
i
 
i
 
i
 
i 
1 1 1 1 p r i •• —r 
To 
1 
1
 i • ' • y 
i i . i i i 
.0 .1 .5 
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Figura 6.20 Coeficientes a i , 02, y 03 en función de I \ 
Figura 6.21 Coeficientes a4, y a5, en función de T. 
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A P É N D I C E 6.1 
R E S O L U C I Ó N D E L A E C U A C I Ó N I N T E G R A L Í6 .47 ) 
La ecuación integral no lineal 
.
 + ^ + 2in(-.) + 6 = / _ ; ( 4 ^ - - ¿ = ) - ^ = (A.e,.i) 
debe integrarse con la condición g ~ —\J—a cuando o —> — oo. Además 6 debe ser tal 
que g(cr) sea divergente en a = 0. 
Cuando — o ^> 1 puede comprobarse que la solución es 
g „ -yf^J + ( ln ( - í j ) + 6/2) / v ^ 
Mediante el cambio / = g -+- v 7 - ° " y ~~^ — e~^ ^a ecuación (A.6.1.1) puede escribirse 
como: 
con / ~ (6/2 — £) e^/2 cuando £ —> —oo. 
Si descomponemos la integral como } _ 0 0 + } _ k y tomamos fc ^> 1 la primera 
integral puede calcularse usando para / la expresión correspondiente a £ —+ — oo y cuyo 
valor es: 
/ . 4
 ' -oo df' V W - e~* 
>-* (i
 +
 I ) (* " V^l - e~*-*) + ln ( l - V i - e"*-*) - l n2 
A part ir de x0 = —fc consideramos X{ = £,_i + /i,_i para i = 1 ,2 , . . . , donde /i t_i 
es constante iniciaimente pero se va reduciendo conforme aumenta el valor de /¿_i = 
/ ( z , _ i ) según hi-i ~ / i 0 / / ¿ _ i . 
La integral entre — fc y £ = :r¿ puede expresarse como: 
t ' - i 
/
oo » - A fZ¡ rx¡ 
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Cada una de estas integrales puede discretizarse mediante: 
dí' ft - fi- dí' 
\/e~Z' — e~Xi hi-i 7x/_! \fe~Z' — e~Xi 
Teniendo en cuenta que 
/ . d r = 2e*'/2arccos (e'^'^2) 
se tiene: 
[Xl
 = 2eXi'2fth h~l [arceos ( V ( " - * < - ) / 2 ) _ arceos (e'^-^'2) 
de forma que la ecuación para calcular /¿ es: 
/ 2 - 26¡/¿ + c¡ = 0 (A.6.1.2) 
donde 
6t- =C-«.V2 + 4 e I i / 2 - i - a r c e o s (e'hi-^2) hi-i v / 
CÍ =6 - 2x¿ - 8eXi 
t - i 
8eJ 
| H- | ) rf, -+-ln(l - r f ¿ / 2 ) 
: , / 2
 E fe. (arCCOS ( c - ( x ' - x ' - l ) / 2 ) - arceos (e'^"^2)) + 
SeXi'2 (fi-i/hi-!) arceos ( V ^ " 1 / 2 ) 
d¿ =1 - A/1 - e-*i-k 
Fijados los valores de 6 y k y con f0 = (6/2 -f k)e~k'2 pueden calcularse mediante 
(A.6.1.2) el valor de / , para i = 1,2,. . . . De los dos valores posibles, /,- es aquél que 
verifica el requisito de continuidad de la función / . . 
La ecuación (A.6.1.1) se ha resuelto por el procedimiento indicado para dis-
tintos valores de 6. Las distintas funciones g obtenidas se han representado en la figura 
A.6.1.1, encontrándose que si b es menor que un valor crítico, 6*, la solución no diverge, 
mientras que sí lo hace cuando b > b*. Además la ecuación presenta una invariancia en 
el sentido siguiente: para cada b el valor de cr, CQO, para el cual g (ó / ) es divergente 
es tal que (7^ + b es una constante, cuyo valor es precisamente 6*, el valor de b para el 
cual CTQO = 0, resultando ser 6* = 5 .123 . . . . 
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Hay que señalar que en el curso del proceso de integración numérica de 
A.6.1. se ha observado que el valor de CTQO en el cual se produce la divergencia es 
muy sensible respecto del paso h¡ a consecuencia, probablemente, de que los errores 
cometidos cuando /¿ deja de ser de orden unidad se acumulan al calcular la integral 
entre —k y x,_i representada en la expresión para c,- por la suma desde j = 1 has ta 
j = i — 1. Este hecho motivó el uso de pasos no uniformes, haciendo en cierto sentido 
el método adaptat ivo , y puede explicar que en las primeras integraciones [LW3], que 
usaban paso uniforme, el valor obtenido fuese b+ = 4.97. La tendencia observada es que 
cuánto más pequeño es el paso se obtiene un valor de 6* ligeramente mayor. 
4. T — i — i 1—i—i 1 — T - T T i i i r 
b = 10 
1
 ' I I 
5.125 5.12315 
6=5 
i ' i ' i i ' ' ' i i ' , ' ' i i i _ _ i i l i i i i l i i i i — i i — i — i — i — i — i — i — i — i — 
' - 3 . - 2 . - 1 . 0. 1. 2 . 3 . 4. 5 
- log(-a) 
Figura A.6.1.1 Gráficas de las funciones g que se obtienen al integrar (A.6.1.1) pa ra 
distintos valores de b 
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A P É N D I C E 6.2 
E S Q U E M A N U M É R I C O P A R A LA R E S O L U C I Ó N D E 6.50 
Las ecuaciones 
0V 
+ I y c * - i = 0 ^ ( 0 , r ) = ^ ( o o , r ) = 0 drj2 2 
T% " 2 ^ " + 7 i y e V , " 7 = ° y(7?'0) = y(CX)'T) = l 
forman un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que están acopladas a través 
de las funciones pero no de sus derivadas. La primera ecuación es elíptica y no lineal, 
mientras que la segunda es hiperbólica y lineal. 
Para cada valor de r puede emplearse el método de Newton-Kantorovich de 
la siguiente forma. A part i r de una aproximación inicial (z^0, F ° ) , se calcula una sucesión 
de funciones (ipv+1,Yv+1) (y = 0 , 1 , 2 , . . . ) determinada mediante V " + 1 = V + ¿V e 
Yv+1 = Yv -f 8YV siendo 8i¡)v y 6YV solución de los siguientes problemas lineales 
J^± _ LYe+-'6i> - T-e*-HY = %± + lYe*-i drj2 2 Y 2 drj* 2 
6t/>(0) = ótl>v(oc) = 0 
¿y(oo) = o 
donde para mayor claridad se han omitido los superíndices. 
La discretización de estas ecuaciones se efectúa de un modo análogo al 
apéndice 3.4. Fijado un valor de 7700, el intervalo [0,7700] se transforma en el [0,1] 
mediante la variable x, definida por 77 = e8X — 1 con s = In^oo 4-1). En éste se establece 
una malla que consta de n — 1 puntos interiores, de forma que las coordenadas de los 
nodos son: 
0 = X0 < Xi < • • • < £ „ _ ! < Xn = 1 
A cada nodo interior X{ asignamos el intervalo cerrado Í7, = [x¡ — /i¿_i/2,x,- 4- /i¿/2] 
siendo h{ = a:,-+i — X{ (i = 1 , . . . , n) con hn = 0. 
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Multiplicando la ecuación de ifi por sesxáx e integrando sobre í ^ se obtienen 
las siguientes ecuaciones: 
(a
 0 + Gi — u^Sipx + s1SYi — a1Stp2 = Pi 
—di-rfipi-! + (a,_i + a, — UÍ)6I/>Í + SÍSYÍ — aiSxpi+1 = p , (i = 2 , . . . , n — 1) 
- « „ _ ! % _ ! -f ( a n - i - un)6ipn = pn 
donde 
a, = [s/t,-fct-]~ 
fct- = exp [S(XÍ + /i¿/2)] 
u¿ = |yic*'- ,» í(fc¿-fc¿-1) 
*i = ! e * - * ( * i - * ¿ - i ) 
Pi = — ( a 0 + 0 1 ) ^ 1 + « 1 ^ 2 + " i 
p t = O . - I Í / ' . - I - , ( a ¿ - i + aj)^i + aiV>¿+i + wi (t = 2 , . . . , n - 1) 
p n = ( Z n - i V ' n - l — CLn-l^n + Un 
Para discretizar la ecuación de Y procedemos de igual forma y empleamos 
las siguientes aproximaciones para dY/dr} y dY/dr: 
dYi_ 
dx 
dr 
donde 
= -6,-yí- i + (bi - a)Yi + aYi+i 
= dYi + d*Y* + d**y¿** 
/l -
0, -
c, -
^ -
hi 
hi-i(hi + /i¿_i)_ 
/ i , _ i 
/ir(/it- + / i t »i) 
2r - r* - r** 
(T -T*)(T -T**) 
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siendo r* y r** (r** < r* < r) los dos valores inmediatamente anteriores a r en que se 
dispone de las soluciones Y* e Y**. La estabilidad de este método implícito que emplea 
tres niveles de tiempo puede examinarse mediante el método clásico de von Neumann 
[FLl, pp.85-88] resultando ser, al menos localmente, incondicionalmente estable. 
Las ecuaciones discretizadas son: 
qi = ü i t y i + (1 - ei + / i + 5i)¿*i - fiSY2 
qi = eiSYi-! + üMi + (1 + c¿ + /¿ + s¡)6Yi - fiSYi+l (i = 2 , . . . , n - 2) 
g„_l = e n_i¿y n_ 2 + Ü „ _ l ^ „ - 1 + (1 - en_! + / „ _ ! + S n - ! ) ^ . ! 
donde 
1 (1 hj + hj-! \ 
€i
 2rd\a 2(ife¡-fci_1)J * 
1 f l hj + hj-! ) 
Jl
 2rd\a 2(ki-ki-1)j ' 
* = if^ 
q¡ = - {aYi-! + (1 - e¡ + fi)Y¡ - f¡Yi+1 +üi+ d-Y* + d"Yr] 
d* = d*/d 
¿** = d**/d 
En g„_i debe incluirse la condición de contorno en r¡ — oo: Kn = 0 y en q\ 
el valor de Y0 es conocido e igual a 1 — exp(—JT/2). 
Las n ecuaciones para V'i, • • •, V'n y n — 1 para Y i , . . . , Fn_i constituyen un 
sistema de 2n — 1 ecuaciones que puede escribirse como: 
MVXV = Bv 
siendo Xv el vector formado por las correcciones Sip" y 8Y": 
{X"f = (£</>,", « 7 , sv2, SY;, ..., ¿«_!, SY:_, , srn) 
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y Bv el vector formado por los términos independientes p\ y q\\ 
(B ) = lPl>9l>P2>92»--->Pn-l>?n-l>Pn) 
que constituye el residuo del sistema de ecuaciones. 
Los elementos de la matriz M no nulos son: 
j = 2i-l (¿ = l , . . . , n ) 
m. , i-2 = —fl¿-i 
j = 2i (i = 1,. . .,rc ~ 1) 
171
 jj ~ a * - i + ai ~ ui 
( mj¿-2 = e¿ 
rrij¿—i = t¿,-
m ^ j = 1 - e¿ + /¿ + s¿ 
k mj¿+2 = —fi 
Al ser la matriz A/*' pentadiagonal el sistema MVXV = Bv puede resolverse 
mediante el algoritmo de Thomas generalizado [FL1, pp. 187-188]. Una vez calculadas 
las correcciones Sift" y 8YV se obtienen las nuevas aproximaciones tp"^1 e F " + 1 . A 
partir de ellas se obtiene el vector de residuos Bv+1, si la norma de éste es mayor que 
un cierto prefijado, £# , se calcula la matriz M " + 1 . Las iteraciones se prosiguen has ta que 
| |£i /+i | | <
 SB e n C U y 0 c a s o >^v+x e Yv+1 se admiten como soluciones correspondientes 
al t iempo r en que se está calculando. 
Mediante las técnicas usuales de los métodos de continuación se calculan las 
aproximaciones iniciales •0°(ry, r + A r ) e Y°(rj, r + A r ) con lo que se inicia un nuevo 
ciclo de iteraciones para calcular la solución en T + A T . Uno de los aspectos más deli-
cados del esquema numérico que estamos describiendo es la correcta elección del paso 
temporal A r . Dado el carácter hiperbólico de la segunda ecuación, A r debe ser sufi-
cientemente pequeño para que dY0/dr pueda ser aproximada adecuadamente mediante 
una discretización de diferencias finitas. Por otra par te , a causa del significado físico de 
la función tp0l solución de la ecuación elíptica, hay que esperar que su derivada temporal 
sea una una función creciente y no acotada. Para que el predictor inicial, con el cual se 
inicia el ciclo de iteraciones para cada valor de r y que se determina mediante un pro-
cedimiento de continuación, sea una aproximación razonablemente buena de la solución, 
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y por tanto el método de Newton-Kantorovich converja, es necesario reducir el paso A r 
conforme aumenta la derivada temporal. Esta estrategia permite además calcular con 
suficiente precisión el valor máximo r0 para el cual existe solución del anterior sistema 
de ecuaciones. Una vez conocidas las funciones tp0(T),r) e Y0(T),T) en r = T\, podría 
pensarse en emplear el valor de dtp0(oo^T)/dr para calcular el siguiente valor de A r . 
Las dificultades, ya señaladas, que se encuentran al resolver las ecuaciones cuando 7 es-
moderadamente grande hacen conveniente emplear la derivada temporal de la función 
^(77, A), introducida en la ecuación (6.55), que representa la distribución de tempera tura 
existente en r = Ari si la concentración de reactante, y0(^)5 es independiente de r e 
igual a y o(7/ , r i ) . Por tan to xj> es solución de 
0 + A7»«e*~*s=°; 0(0, A) = 6,(00, A) = o 
y su derivada temporal es dtp/dr = (dift/dr)/^, siendo i¡)\ solución de 
5jT + ^ jVo^-'i'x = y V.**-'; &(0, A) = (fo),(oo, A) = 0 
El valor de \¡)r en T\ se obtiene cuando A = 1, y al ser tp(r¡, 1) = ip0(v->Ti) e^ problema 
que debe resolverse es: 
S r + JY°(l> r , ) e * ' ( , ' n ) _ V A = -jyce^"^-"; & ( 0 , 1) = (<K)„(°°, 1) = 0 
En consecuencia después de calcular ipoi7]-, T i ) e Y0(ri, r 2 ) se obtiene ip\(oc, 1) resolviendo 
el problema anterior y el nuevo paso temporal puede, por ejemplo, determinarse median-
te A r ~ l / ^ ( o o , l ) . La figura A.6.2.1 muestra, en el caso 7 = 10, las gráficas de 
^ 0 ( o o , r ) y \1)(OO,T¡Ti) para distintos r j . En las proximidades de r0 = 4 . 4 6 . . . ift0yT es 
de orden unidad pero i¡>\ es muy grande, de manera que el esquema numérico empleará 
pasos de tiempo muy pequeños. 
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.5 
V>0(OO,T) 
n = .5 i 1.51 2 2.5 3 i 3.5 i 4 
r 0 = 4.46 
\ > 
1. 2. 3. 4 
Figura A.6.2.1 Gráficas de ifi0(oo,r) y ^ ( o o , r / r i ) . 
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A P É N D I C E 6.3 
S O L U C I Ó N D E L P R O B L E M A (6.90^ 
Las ecuaciones 
AV>0 + DrY0exp (t¡>0- -£ 2 sen20 J = 0 (A.6.3.1a) 
Mt, °> T) = t/,0j$((, TT/4, r ) = Vo,e(oo, 0, r) = 0 (A.6.3.1b) 
r l T " l l S T + r i>ry oexp (Vo - ^ Í 2 s e n 2 ^ = 0 
^
 2d
* V 2 / (A.6.3.1c) 
yo(f, *, 0) - 1) = y o(oo, 0, r) - 1 = 0 (A.6.3.1d) 
son de estructura similar a (6.50) pero poseen una mayor complejidad a consecuencia del 
procedimiento que se requiere para imponer correctamente las condiciones de contorno 
en £ = oo y de la existencia de una capa límite en ^ > 1, ^ < 1. 
a) So luc ión en r <C 1 
Para comenzar la integración de estas ecuaciones es necesario conocer su 
solución en T < 1. Esta puede ponerse como ip0 — rV>oi(£,#) + O(T) e Y0 = 1 — 
r l o i ( £ , # ) + O(T) , encontrándose para r/>oi e Yoi los siguientes problemas lineales: 
AV>oi = -De-i?*™2"; V>oi(£,0) = > / > o M ( W 4 ) = V>oi,{(oo,0) = 0 
y o i - | ^ 1 = rDe-*« ,"-M; r01(oo,0) = o' 
La solución del primero ha sido analizada en el apéndice 3.2 y la del segundo es 
Foi = TDE2 Q í 2 s e n 2 < A 
con lo cual 
Yo = 1 - rTDE2 Q e 2 s e n 2 0 J (r < 1) (A.6.3.2) 
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b) Soluc ión en la capa l ímite 
Cuando f ~ ^ ^ 1 la temperatura inerte congela la reacción química 
excepto en una capa próxima a 6 = 0 en la cual |£ 2 sen2# = 0 ( 1 ) . Para estudiar esta 
capa límite tomamos las mismas variables que en el capítulo 3: 
que llevados a (A.6.3.1) y haciendo £oo —» oo dan lugar a: 
Tlf " 2 / + r ^ y o r e ^ 2 a ; = 0; n (»7 ,* ,0 ) = y o ( r? ,oo,r ) = 1 
a2 v + J7'£>y0Te- , í * = 0; V(r¡, 0, r ) = Vx(r¡, 00, r ) = 0 &c2 
Las condiciones de contorno en x —* 00 son consecuencia del acoplamiento con las 
soluciones en f ~ £0© y 0 ~ 1. La ecuación para y o puede integrarse obteniéndose 
Y0 = exp [-TDTE2(T]2X)] (A.6.3.3) 
que llevada a la ecuación para V da lugar a: 
d 2 V 
- — = - i V r e x p [-l2* - TDTE2(T)2X)] (A.6.3.4) 
Teniendo en cuenta la condición Vx(ry, 00, r ) = 0 al integrar una vez se tiene 
dV
^l = 0 ) = r Drexp [ - / / - TDTE2{¿)) d/¿' (A.6.3.5) 
siendo /i = rj2x. Con este valor y V | r _ 0 = 0, (A.6.3.4) puede integrarse numéricamente 
con r y r¡ fijos para calcular V(?y, 00, r ) que será una de las condiciones de contorno en 
el problema exterior (£ ^> 1,0 ~ 1). 
Además es necesario determinar la función dV/drj que es solución del pro-
blema: 
d2 V 
-7TT = -2DrV [1 ~ rfx (1 - TDrEjtfx))] exp [-r)2x - DTE2{r¡2x)\ 
Vi( i / ,0 , r ) = (V l f)x(f7 íoo,r) = 0 
Como (A.6.3.5) no depende de 77, la úl t ima de las condiciones anteriores puede reem-
plazarse por (VJ?)x(r7, 0 , r ) = 0. 
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Llamando F\ — V, F2 = Vx, F$ = Vv y F4 = (V^)x el sistema de ecuaciones 
a resolver en r¡ = 1 es: 
F\ — F2 
F2 = -Drexp(-x - TDrE2{x)) 
(A.6.3.6a) 
F3 = F4 
F4 = -2DT [1 - x + xrL>r£q(:r)] exp (-a; - r D r f i t i ) ) 
con las condiciones iniciales: 
/«OO 
-Fi(O) = F2(0) - DT / e x p ( - z - I\Dr£2(x))d:r = F3(0) = F4(0) = 0 (A.6.3.6b) 
./o 
El efecto de la capa límite vuelve a ser modificar la temperatura que la solución exterior 
(£ >> 1,0 = 0(1)) "ve" en 9 = 0 no siendo ya x¡) = 0 sino la temperatura aparente 
determinada por: 
^o(0 , f , r ) = Vc/(r)/f2 ^ (A.6.3.7) 
donde i^cl(r) = -^1(00, T ) . 
La función dip(£oo,6,T)/d( en los puntos de la capa límite puede calcularse 
a partir de la solución anterior mediante 
£ 7 — — = 7T F 3(z , r) (A.6.3.8) 
c) Solución en la región exterior 
En £ ~ £oo, 6 = 0(1) la ecuación para yo es 
8Y. ÍdY0 
cuya solución es Y0 = 1. Este resultado es consecuencia de no incluir la difusión de 
productos y reactantes. 
La ecuación para la temperatura se reduce a la de Laplace con las siguientes 
condiciones de contorno: 
AV>o = 0 
MU, 0, r) - g(6, T) = Vo(í, 0, r ) - Vc/(r)/£2 = 
V>o,«(í, TT/4> r) = ^0(00,0, r ) = 0 
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siendo g(9) la temperatura que se obtiene al resolver el problema (A.6.3.1) en el dominio 
]0,£oo[x]0,7r/4[. Mediante las variables U = f^V'o y *7 = £/foo y con g\ = g^ el 
problema anterior es: 
AU = 0 
U(1,B,T)-
 9l (0, r) = Ufa 0, r ) - ^cl/V2 = 
(A.6.3.9a) 
(A.6.3.9b) 
Uefa 7r/4,r) = UV(OO,9,T) = 0 
que es análogo al encontrado en el capítulo 3 y cuyo proceso de resolución se ha detallado 
en el apéndice A.3.3. Procediendo de idéntica manera se llega a: 
dip0{too,9,T) 
í 3 1 v - ¿2 A n a n senA n 0+ n = l 
*l>cl 1 + 2sen20 + - (20 eos 29 - sen201n(2sen20)) 
7T 
(A.6.3.10) 
donde An = 2(2n — 1) y an son los coeficientes del desarrollo de Fourier de la función 
9\(9,T) - Í>CI(T) dados por 
an(r) = ]/~ J fa(e, r) - ^cl{r)) senAn0d0 
d) So luc ión en la región interior 
Con los resultados anteriores el problema para la región ]0,^oo[x]0,7r/4[ 
puede formularse como: 
Axp0 + DrY0exp V>0 - -£ 2 sen20 = 0 (A.6.3.11a) 
^0(f, 0, r ) = V>0,*(f, TT/4, T ) = Vo,í(eoo, 0, r) - j>0¿ = 0 (A.6.3.11b) 
T ^„í^ + rPrFoexp ip0 - -£ 2 sen20 2 = 0 (A.6.3.12a) dr 2 di 
r < 1 : Y0 = 1 - TDTE2 f i f 2 sen20 J " (A.6.3.12b) 
Y0(Í, 0, r ) - e ~ r D r = yo(oo, 0, r ) - exp [ - rDr£7 2 ( í2o)] = ° (A.6.3.12c) 
donde ^0>^ está determinada por (A.6.3.8) si 9 = 0 ( 1 / ^ ) y por (A.6.3.10) cuando 
0 = 0 ( 1 ) . 
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Son necesarios, por tanto, dos procesos iterativos para resolver el problema 
(6.90). Por una parte el asociado a la ecuación no lineal (A.6.3.la) y, por otra, el 
derivado de trasladar la condición de contorno (A.6.3.Ib) en £ = oo a £ = £oo. Al igual 
que en el capítulo 3, el primero se genera mediante el método de Newton-Kantorovich 
y el segundo consiste en resolver A.6.3.12a con una función ^0^ dada, obteniendo la 
función g(6,r), y con ésta calcular de nuevo ip0¿ a través de (A.6.3.10), repitiendo el 
proceso hasta que se produzca la convergencia. 
La discretización de los problemas (A.6.3.11)y(A.6.3.12)se efectúa de mane-
ra análoga a lo ya expuesto en los apéndices 6.2 y 3.4 respectivamente. Evidentemente 
al discretizar (A.6.3.12) el valor de r es un dato a diferencia del procedimiento seguido 
en el capítulo 3 donde se consideraba ila norma de xp como dato y se calculaba el valor 
de r correspondiente. 
El paso de tiempo se determina del mismo modo que al resolver el problema 
unidimensional, es decir, suponiendo que Y0 se mantiene constante se calcula la derivada 
temporal de xj)0, ip\, y se toma A r ~ l/máx(V>A)-
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C A P I T U L O 7 
R E S U M E N Y F U T U R A S P E R S P E C T I V A S 
Hemos analizado, mediante técnicas asintóticas basadas en grandes energías 
de activación, el proceso de ignición producido por el aumento brusco de la temperatura 
superficial en sólidos cuya superficie no es plana. Si caracterizamos la forma geométrica 
de ésta mediante la curvatura, las situaciones consideradas corresponden a valores del 
radio de curvatura relativo a la longitud típica del sólido de orden unidad y al caso 
límite en que el radio de curvatura es nulo, lo que puede asimilarse a la presencia de 
una singularidad en la superficie del sólido. 
Cuando la tempera tura superficial pasa de T0, valor inicial de la tempera tura 
del sólido, a Ts se genera una onda térmica que comienza a propagarse hacia el interior 
del sólido, modificando la tempera tura respecto de la inicial, dando lugar a lo que 
hemos denominado distribución inerte de temperatura . La distancia recorrida por la 
onda térmica define la capa de conducción en cuyo interior se encuentra la zona de 
reacción caracterizada por diferencias de tempera tura respecto de la superficial, T — Ts, 
del orden de la de Frank-Kamenetskii, RT¿ /E, cuyo espesor es pequeño frente al de la 
capa de conducción por verificarse la hipótesis de Zeldovich: l/e = E(TS - T0)/RT* > 
1. A consecuencia de lo cual la ecuación de la energía correspondiente a la zona de 
reacción, que describe el incremento de tempera tura respecto de la inerte, está libre, en 
primera aproximación, de los efectos no estacionarios, que se encuentran asociados a la 
distribución inerte de temperatura . Por tan to la capa de reacción, delgada frente a la 
de conducción, es cuasiestacionaria. Si ademas suponemos que el número de Damkóhler 
Z)a, definido como la relación entre el t iempo químico de explosión homogénea y el de 
conducción, es grande frente a la unidad también es delgada frente al t amaño del sólido. 
Inicialmente hemos considerado que el sólido es semiinfinito en ambas con-
figuraciones geométricas, lo que es equivalente a suponer que el espesor de la capa 
de conducción es pequeño frente al t amaño del sólido y que, por tan to , el t iempo de 
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ignición es pequeño frente al de conducción. Mediante estimaciones de órdenes de mag-
nitud hemos encontrado que las condiciones para que esta hipótesis sea aceptable es 
e
2Da ^> 1 cuando la superficie es casi plana y eDa ^> 1 cuando tiene aristas. Estos 
valores pueden compararse con el valor crítico de orden unidad, por encima del cual no 
existe solución estacionaria del problema de Frank-Kamenetskii. 
En el primer caso la ecuación de la zona de reacción es formalmente idéntica 
a la del caso plano, con lo cual la curvatura no influye directamente en la estructura de 
esta zona. Su efecto se refleja en la distribución inerte de tempera tura y en la definición 
de las variables de semejanza, que son diferentes de las del caso plano. Cuando el 
radio de curvatura es nulo los efectos geométricos modifican la estructura de la zona de 
reacción que pasa a ser bidimensional. 
Los problemas resultantes son análogos al de Frank-Kamenetskii y en ellos 
la nueva variable temporal desempeña el papel del número de Damkóhler. Al estar 
definidos en dominios no acotados es necesario dar condiciones de'contorno en el infinito, 
que deben deducirse al efectuar el "matching" con la solución en la zona de conducción 
no estacionaria. Al igual que en la teoría de explosiones térmicas de Frank-Kamanetskii, 
no existe solución cuasiestacionaria para la distribución de tempera tura en la zona de 
reacción a part ir de un valor máximo de la variable temporal,el cual constituye una 
primera aproximación para calcular el t iempo de ignición. 
Cuando la superficie del sólido es casi plana, es moderadamente sencillo 
obtener las soluciones cuasiestacionarias y determinar el t iempo de ignición, pues se 
dispone de expresiones analíticas. En cambio el problema asociado a la esquina debe 
resolverse numéricamente, para lo cual es necesario desarrollar un método que permita 
imponer correctamente las condiciones de contorno en el infinito, transfiriéndolas a una 
posición finita, y que incluya el efecto de la capa límite que aparece en la superficie del 
sólido. 
Los efectos geométricos reducen el t iempo de ignición en ambos casos, pero de 
un modo diferente en cada uno. Si el radio de curvatura es de orden unidad el t iempo 
de ignición disminuye en una cantidad proporcional a l/Ry/e2Da, manteniéndose el 
mismo orden de magnitud que en el caso plano, mientras que cuando es nulo se cambia 
el orden de magnitud en un factor de e. Al final de la e tapa cuasiestacionaria los efectos 
no estacionarios no pueden despreciarse, lo que da lugar a una e tapa de transición cuyo 
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análisis nos ha permitido obtener una mejor aproximación de los tiempos de ignición. 
El método desarrollado para el estudio de la ignición en una esquina ha sido 
empleado posteriormente en configuraciones geométricas distintas, pero que presentaban 
también singularidades en la superficie: sólidos bidimensionales en forma de cuña cuyo 
ángulo no es recto y conos, como ejemplo de situaciones tridimensionales. Para estos 
sólidos se han determinado los tiempos de ignición en función del ángulo en el vértice 
que es el parámetro geométrico característico. 
En ambos casos cuando el ángulo en el vértice es pequeño o próximo a TT, 
el modelo deja de ser válido a consecuencia de que el t iempo característico de ignición 
cambia de orden de magnitud respecto de tc = tq/e, que es el correspondiente a la 
esquina y que se utilizó para la adimensionalización de las ecuaciones. La ignición 
bidimensional se transforma en explosión térmica si el sólido tiene forma de aguja, pues 
entonces í c ~ <g, o en ignición unidimensional cuando el ángulo es próximo a TT, ya que 
tc ~ tq/£2. 
El análisis de la ignición de sólidos finitos debe realizarse por métodos dife-
rentes dependiendo del valor del número de Damkóhler. Cuando éste es mucho mayor 
que la unidad la ignición se produce en una capa delgada próxima a la superficie, 
desde la cual el sólido aparece como infinito. Mediante el empleo de la distribución de 
temperatura inerte apropiada y una adecuada redefinición de las variables de semejanza 
en la zona de reacción, la ecuación para ésta puede reducirse a uno de los tipos analizados 
anteriormente, pudiéndose aplicar los resultados referentes al valor crítico de la variable 
temporal. De esta forma hemos determinado la relación entre el t iempo de ignición y 
los parámetros geométricos y fisico-químicos para esferas, cilindros y sólidos de sección 
rectangular. Si se verifica que el parámetro e2Da, en el caso de cilindros y esferas y en 
general en sólidos con superficies regulares, ó sDa, cuando existen aristas como en el 
caso rectangular, es grande frente a la unidad la capa de conducción es delgada frente al 
t amaño del sólido, con lo cual el t iempo de ignición es pequeño frente al de conducción, 
y son directamente aplicables los resultados de los capítulos 2 y 3. En cambio si e2Da 
ó eDa, respectivamente, son de orden unidad se obtiene una relación entre la definición 
de la variable temporal y su valor crítico en la que interviene la función A(r , i) ó BJ(T), 
deducida de la solución inerte, y que permite determinar el t iempo de ignición, que 
ahora es del orden del de conducción. 
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Si el número de Damkóhler es de orden unidad la zona de reacción no está 
localizada en una capa superficial sino que es una región cuyo tamaño es comparable al 
del sólido y no puede t ra tarse como una capa límite. El análisis asintótico muestra la 
existencia de una e tapa previa de calentamiento, en la cual la reacción está congelada y 
que finaliza cuando la tempera tura difiere de la superficial en cantidades de orden e. La 
duración de esta e tapa puede determinarse a part i r de la solución inerte obteniéndose 
un tiempo que depende de e pero que es independiente del número de Damkóhler y cuyo 
orden de magnitud relativo al de conducción es l n ( l / e ) , que es moderadamente grande 
frente a la unidad. En la e tapa posterior, que constituye la de ignición propiamente dicha 
y en la que el único parámetro que interviene es el número de Damkóhler, el t iempo 
necesario para alcanzar el punto de ignición se obtiene integrando numéricamente la 
ecuación de la energía,considerando como condiciones iniciales las correspondientes al 
final de la e tapa de calentamiento. De esta forma el t iempo de ignición adimensional 
puede expresarse como la suma de dos tiempos, cada uno de ellos dependiente de un 
parámetro distinto: e y Da. 
El efecto del consumo de reactante ha sido incluido en el análisis de la ig-
nición en el caso plano y en la esquina. Se ha estudiado en primer lugar un modelo 
simplificado consistente en suponer que el sistema es homogéneo. El resultado más sig-
nificativo es la existencia de un valor crítico de 7 tal que para valores más grandes no 
se produce la ignición a causa del agotamiento del reactante disponible. Los modelos 
no homogéneos han sido analizados considerando el rango de valores del parámetro que 
caracteriza la importancia del efecto del consumo de combustible, 7 (unidimensional) y 
T (bidimensional), tales que el parámetro T c , correspondiente a la explosión térmica y 
relacionado con 7 y T mediante Tc = TT£2J = TTST, verifique T c <C 1. 
Cuando los parámetros 7 y T son pequeños frente a la unidad, que es el caso 
usual en la l i teratura, la ecuación de la energía está desacoplada de la ecuación para la 
conservación de la fracción másica del reactante, de manera que en primera aproximación 
el valor del t iempo de ignición no se modifica por el consumo del reactante. Sólo cuando 
se incluyen los efectos no estacionarios en la e tapa de transición el t iempo de ignición 
cambia con respecto al caso 7 = 0 ó T = 0, siendo la corrección introducida proporcional 
al valor del parámetro. 
En el modelo unidimensional si 7 es de orden unidad se obtiene que tan to los 
tiempos de ignición determinados con la hipótesis cuasiestacionaria como la extensión 
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de la etapa de transición, en la cual se incluyen los efectos no estacionarios, son cre-
cientes con 7. Durante el período de ignición se consume una cantidad apreciable de 
reactante apareciendo un frente de reacción a consecuencia del agotamiento local de 
combustible. Cuando 7 = 0(1/e) el incremento de temperatura i/> es de orden I / 7 y 
aumenta muy lentamente durante una e tapa larga en la cual la cinética no incluye el 
factor exponencial, que sólo entra en juego cuando x¡) se haga de orden unidad pudiendo 
entonces producirse la ignición. El consumo de reactante es más importante que en el 
caso anterior generándose un frente de reacción análogo. Este régimen podría evolu-
cionar, cuando 7 fuese suficientemente grande, hacia otro en el que no hay ignición 
sino combustión lenta del reactante. Los resultados correspondientes al modelo bidi-
mensional son en cierto sentido semejantes, pero los rangos 7 = 0 ( 1 ) y 7 = 0(1/e) 
aparecen como uno sólo correspondiente a T = 0 ( 1 ) . Si T es moderadamente pequeño 
frente a la unidad la ignición se retrasa, al igual que ocurría cuando 7 = (9(1), y cuando 
r es mayor aparecen dificultades en el esquema numérico aunque los resultados tienen 
cierta similitud a los obtenidos cuando 7 = 0(1/e). Las dificultades numéricas, que 
ya surgieron en el modelo unidimensional cuando 7 era moderadamente grande frente 
a la unidad, podrían estar asociados al carácter pulsante de la propagación de llamas 
en sólidos, para cuya descripción los modelos resultantes del análisis asintótico no son 
apropiados, pues no contienen términos no estacionarios en la ecuación de la energía. 
En cualquier caso, el efecto de concentración de calor debido a la esquina da lugar a que 
se reduzcan sensiblemente el período de tiempo y el consumo de reactante necesarios 
para producir la ignición. En particular si T/e = 7 es de orden unidad, t an to el retraso 
en la ignición como la cantidad de combustible consumida son de orden unidad en el 
caso plano, mientras que son de orden e en la esquina. 
El análisis de los modelos que incluyan los efectos no estacionarios desde el 
comienzo del proceso en los casos unidimensional o de esquina, con 7 = 0(1/e) y Y = 
0(1) respectivamente, aparece como una de las posibles continuaciones naturales de este 
trabajo. Como resultado del mismo parece razonable esperar que pueda determinarse 
la naturaleza de los regímenes de combustión correspondientes, así como mostrar el 
carácter inestable o no de la propagación del frente de "reacción. 
En la condición de contorno que hemos utilizado la tempera tura superficial 
aumenta bruscamente y después se mantiene constante de modo indefinido. Pudiera 
ser de interés determinar el t iempo mínimo que es necesario mantener la superficie a 
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la temperatura Ta para producir la ignición. Para estudiar esta cuestión deberíamos 
considerar el modelo no estacionario con la condición de contorno T = Ts si 0 < t < ts 
y T — T0 si t > ¿s, obteniendo la respuesta del sistema para distintos ts y distintos r c , 
incluyendo el caso Tc = 0. 
La ignición producida por otros procedimientos puede también analizarse 
mediante técnicas asintóticas. En particular hemos realizado ya el análisis de la ignición 
en una esquina cuando el estímulo exterior es un flujo de calor constante. La resolución 
de este problema, que no incluye el consumo de reactante, es bastante más sencilla que 
la del abordado en esta tesis, de hecho no es necesario ningún tipo de cálculo numérico. 
Los resultados analíticos obtenidos, que se someterán a publicación en breve, concuerdan 
con los numéricos de Hermanee y Vorsteveld [HV] con consumo de reactante cuando el 
parámetro 7 es pequeño. 
Uno de los problemas más interesantes que pueden considerarse en relación 
con el t rabajo realizado hasta ahora es la continuación del análisis de la ignición en una 
esquina a part ir de la etapa de transición, es decir, el desarrollo del "hot-spot" y su 
posterior transformación en onda de combustión. 
La generalización del estudio de la ignición en sólidos a mezclas gaseosas 
aparece también como un campo de notable interés. Esto supone incluir el efecto de 
la expansión del gas a consecuencia del aumento de tempera tura y, por consiguiente, 
de la convección en la ecuación de la energía. En el caso unidimensional, como ya han 
señalado Liñán y Williams [LW4], es suficiente con reemplazar la variable espacial f por 
/ (/9//?c»)dí, siendo p la densidad de la mezcla. Al considerar el caso bidimensional, y 
en particular la esquina, parece previsible que estos efectos sólo intervengan a la hora 
de determinar la distribución inerte de temperatura . Para ello hay que resolver las 
ecuaciones de Navier-Stokes lo que ya constituye un problema de notable dificultad. 
Como consecuencia de la expansión se produce un efecto de desplazamiento del fluido 
próximo a la pared que da lugar lejos de la esquina a velocidades aproximadamente 
constantes, pero que cerca de ésta, y debido nuevamente al efecto geométrico, son 
mucho mayores. Esto da lugar a que el t ransporte de calor por conducción hacia el 
interior del sólido se vea reforzado por el t ransporte convectivo, lo que suaviza aún 
más los gradientes de temperatura , aumentando la región donde la tempera tura es muy 
próxima a la superficial y reduciéndose, en definitiva, el t iempo de ignición. 
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Finalmente podría estudiarse el proceso de ignición con cinéticas químicas 
más realistas modeladas con varias reacciones. Una situación particularmente intere-
sante, que parece ser típica de la combustión de hidrocarburos, se da cuando la reacción 
que controla la producción de radicales, o especies intermedias que actúen como tales, 
es endotérmica. 
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